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Pontszer� test, dinamika    

Autó d�lt kanyarban 

 
 
 
Egy m tömeg� járm� R sugarú, � d�lésszög� d�lt kanyarban állandó nagyságú v sebességgel 
mozog. A talaj és a járm� között a tapadási tényez� �0 . 
 
Adatok: 

m = 1000 [kg] 
R = 18 [m] 
� = 20 [˚] 
�0 = 0,15 

 
1. A járm�vet anyagi pontnak tekintve, határozza meg, hogy milyen tartományban lehet a 

járm� sebességének nagysága ahhoz, hogy a járm� a kanyarban ne csússzon ki 
oldalirányban se fölfele, se lefele?  

2. Legalább mekkora tapadási tényez� szükséges ahhoz, hogy a járm� álló helyzetben 
megmaradjon a lejt�n?  

 
Megjegyzés:  
 
gumi és aszfalt között a nyugvásbeli súrlódási tényez� értéke száraz felületek esetén 0,7 és 1 
között van. A példabeli útviszonyok tehát nagyon rosszak. 
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Megoldás: 
 
 
1.  
A dinamika alaptétele pontszer� testre:  
a test kinetikai vektora egyenl� a testre  
ható összes er� összegével: 
 

Fam =⋅   
 

A példában KGF += ,   
ahol 

• G a súlyer�, a Föld hatása,  
• K pedig a talajról a testre átadódó kényszerer�,  

a talaj hatása a testre.  
 

A kényszerer� két összetev�re bontható az {n, z} 
síkban: 
 

 K = S+ N,  
ahol 

• S a nyugvásbeli súrlódóer� vagy tapadóer�, a kényszerer�nek az érintkez� felületek közös 
érint�síkjába es� összetev�je, (vagyis a lejt� síkjába es� összetev�je) 

• N pedig a normáler�, a kényszerer�nek az érintkez� felületek közös normálisába es� 
összetev�je, (vagyis a lejt�re mer�leges összetev�je). 

 
 
A szabadtest ábra felfelé csúszás határhelyzetében: 

 
 
 
 
 
A felfelé csúszást lefelé mutató nyugvásbeli 
súrlódóer� akadályozza meg, ezért a kényszerer�nek a 
lejt�vel párhuzamos összetev�jét a szabadtest ábrában 
„lefelé” irányulónak rajzoltuk. Vagyis a 2�0 
nyílásszög� nyugvásbeli súrlódási kúp „fels�” 
palástján van a kényszerer� hatásvonala. 
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A szabadtest ábra alapján felírjuk a dinamika alaptételének a skaláregyenleteit1: 
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=    a gyorsulásnak a pályagörbe görbületi középpontja felé mutató 

     összetev�je (normális gyorsulás) 
0=za       a gyorsulásnak nincsen z irányú összetev�je, mert nem csúszik  

     a lejt�n sem fölfelé, sem lefelé sem. 
 
 
Annak feltétele, hogy a test ne csússzon sugárirányban:  NS ⋅≤ 0µ  

Az (1)-es és (2)-es egyenletekb�l S-et és N-et kifejezzük, és beírjuk a „nem megcsúszás” feltételi 
egyenletébe: 
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A szabadtest ábra a lefelé csúszás határhelyzetében: 
 
Minden ugyanaz, mint az el�bb, csak most a tapadóer� nem 
lefelé, hanem fölfelé mutat, hiszen a lefelé való csúszást kell 
megakadályoznia. Vagyis most a nyugvásbeli súrlódási kúp 
„alsó” határán van a kényszerer� hatásvonala. Ennek 
megfelel�en S el�jele megfordul az el�bbihez képest: 
 
 

                                                 
1 A dinamika alaptételének harmadik egyenletét nem írtuk fel, mert a vizsgált kérdés 
szempontjából érdektelen. Érdemes azonban meggondolni, hogy fizikailag mit jelent ez a fel nem 
írt egyenlet.  
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2. 
Legalább mekkora �0 nyugvásbeli súrlódási tényez� szükséges a lejt� és a test között ahhoz, hogy 
álló helyzetben megmaradjon a lejt�n? (ne csússzon le) 
 
Nyugalom esetén a szabadtest ábra: 
 
G + K = 0   (statika!)     
 
 
 
lejt�irány:         
          

αα sin0sin ⋅⋅=�=−⋅⋅ gmSSgm  
 

lejt�re mer�legesen:  
 

αα cos0cos ⋅⋅=�=+⋅⋅− gmNNgm  
 

00 36,0tan µαµ ≤=�⋅≤ NS  

 
Vagyis a nyugalmi helyzetben való megcsúszás határhelyzetében a nyugvásbeli súrlódási kúp 
félszöge éppen a lejt� hajlásszöge. 
 
Megjegyzések:  
 

1. Nagyobb tapadási tényez� kell álló helyzetben a lecsúszás megakadályozásához, mint 
mozgás esetén. Ez nem meglep�, hiszen a kényszerer� nem ugyanaz álló helyzetben, mint 
mozgás esetén: álló helyzetben a 0=+ KG  egyenletb�l GK −= , míg ha mozog a test, 

akkor amKG ⋅=+  miatt amGK ⋅+−= . 
2. A lefele csúszás határhelyzetében a minimális pályasebesség kifejezésének nincs értelme, 

ha 0tan µα � , vagyis nincs alsó sebességhatára a menet közbeni oldalirányú lefelé 

csúszásnak, ha elég nagy a tapadási tényez�. Vagyis ha legalább akkora, mint amekkora 
álló helyzetben szükséges a lecsúszás megakadályozásához. Ilyenkor álló helyzetben sem 
csúszunk le. Az is kiolvasható a képletb�l, hogy 0tan µα =  esetén 0=v . 

3. Az anyagi pont modellel sok valóságos hatást nem lehet figyelembe venni, ezért az 
eredmények számértéke csak tájékoztató jelleg�nek tekinthet�.  
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