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GYAKORLÓ FELADATOK 

Tehetetlenségi nyomaték számítása 

 
  
 
Néhány szabályos test tehetetlenségi nyomatékainak számítása: 
 
I .) 1.) Határozzuk meg az  

R sugarú, 
ρ s�r�ség�, 
m tömeg�, 
homogén tömegeloszlású 

 
gömb súlypontjához rendelt 

S
Θ  tehetetlenségi nyomatéki 

mátrixát! 
 
 

2.) Határozzuk meg az  
Rk küls� és 
Rb bels� sugarú, 
ρ s�r�ség�, 
m tömeg�, 
homogén tömegeloszlású 

 
gömbhéj súlypontjához rendelt 

S
Θ  tehetetlenségi 

nyomatéki mátrixát! 
 
 

 
II .) 1.) Az ábrán látható ρ s�r�ség�, m tömeg�, homogén 

tömegeloszlású egyenes körhenger magassága: h, 
alapkörének sugara: R. 

 
Határozzuk meg a henger súlypontjához rendelt 

S
Θ  

tehetetlenségi nyomatéki mátrixát! 
 
 
 

2.) Az ábrán látható ρ s�r�ség�, m tömeg�, homogén 
tömegeloszlású cs� (üreges henger) alapgy�r�jének  

küls� sugara: Rk, 
bels� sugara: Rb, 
magassága: h. 

 
Határozzuk meg a cs� súlypontjához rendelt 

S
Θ  

tehetetlenségi nyomatéki mátrixát! 
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III .)  Az ábrán látható ρ s�r�ség�, m tömeg�, homogén 
tömegeloszlású egyenes körkúp magassága: h, 
alapkörének sugara: R. 

 
Határozzuk meg a kúp 

a.) „S” súlypontjához rendelt 
S

Θ , és 

b.) „A” pontjához rendelt 
A

Θ  

tehetetlenségi nyomatéki mátrixát! 
 
 
 
 
 
 
 

IV .)  Az ábrán látható ρ s�r�ség�, m tömeg�, homogén 
tömegeloszlású egyenes téglalap alapú hasáb oldalélei: a, 
b és c. 
 
 
Határozzuk meg a hasáb súlypontjához rendelt 

S
Θ  

tehetetlenségi nyomatéki mátrixát! 
 

 
 
 
 
 
 
V.)  Az ábrán látható ρ s�r�ség�, m tömeg�, homogén 

tömegeloszlású egyenes háromszög alapú hasáb ismert 
oldalélei: a, b és c. 
 
 
Határozzuk meg a hasáb súlypontjához rendelt 

S
Θ  

tehetetlenségi nyomatéki mátrixát! 
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Megoldás: 
 
I .) 1.)  Gömb:  

Mivel mindhárom koordináta-tengely szimmetria-tengely, – 
tehát f�tengely is, –  így a deviációs nyomatékok értéke zérus.  
A test tömegközéppontjához (és az S súlypontjához) rendelt 
tehetetlenségi nyomatéki mátrixa: 

  

0 0

0 0

0 0

x

yS

z

Θ� �
� �Θ = Θ� �
� �Θ� �

,  

ahol a koordináta tengelyekre számított tehetetlenségi 
nyomatékok definíció alapján: 
 

( )2 2

( )

x

m

y z dmΘ = +�  

( )2 2

( )

y

m

x z dmΘ = +�  

( )2 2

( )

z

m

x y dmΘ = +�  

A gömbi szimmetria figyelembevételével: x y z sΘ = Θ = Θ = Θ  

ahol „s” az „S” súlyponton átmen� tetsz�leges tengely. 
 

Ennek számítását a következ� kapcsolat segítségével könnyen elvégezhetjük:  

( ) ( )2 2 2 2

( ) ( )

1 3

2 2S x y z s

m m

r dm x y z dmΘ = = + + = Θ + Θ + Θ = Θ� � , 

Ebb�l: 

 2 4 5 3 2 2 2

( ) 0

2 2 2 2 4 2 4 2 2
4

3 3 3 3 5 5 3 5 5

R

s S

m

r dm r dr R R R VR mRρ π ρπ ρ π ρ� 	Θ = Θ = = = = = =
 �
� 

� �  

22

5s mRΘ =   

 
2.) Gömbhéj : 

( ) ( )2 2 3 2 3 22 2 4

5 5 3s k k b b k k b bm R m R R R R Rρ πΘ = − = −

( )5 58

15s k bR RρπΘ = − , 

illetve az m = mk - mb = ( )3 34

3 k bR Rρ π −  tömeggel kifejezve: 

( ) ( )
5 5

5 5 3 3
3 3

2 4 2 4

5 3 5 3
k b

s k b k b
k b

R R
R R R R

R R
ρ π ρ π −� 	Θ = − = −
 � −� 

 

5 5

3 3

2

5
k b

s
k b

R R
m

R R

−Θ =
−

 

24dm dV r dr= =ρ π , 

ahol dV az  „r” bels� sugarú, dr vastagságú 
gömbhéj (elemi) térfogata 
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z 
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II .) 1.) Henger: 
Mivel mindhárom koordináta-tengely szimmetriatengely, – tehát 
f�tengely is, – így a deviációs nyomatékok értéke zérus.  
A test tömegközéppontjához (és az S súlypontjához) rendelt 
tehetetlenségi nyomatéki mátrixa: 

  

0 0

0 0

0 0

x

yS

z

Θ� �
� �Θ = Θ� �
� �Θ� �

,  

 

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

x

m m m

y z dm y dm z dmΘ = + = +� � �  

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

y

m m m

x z dm x dm z dmΘ = + = +� � �  

 

( )2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

z

m m V A

x y dm r dm r dV h r dAρ ρΘ = + = = = =� � � �
 

( ) ( )
4 2

2 3 2

0 0

2 2 2
4 2

R R R R
h r r dr h r dr h h Rρ π ρ π ρ π ρ π= = = =� �  

21

2z mRΘ =  

( )2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

p y x

A A A A

I r dA x y dA x dA y dA I I= = + = + = +� � � �  

41 1

2 4x y pI I I R π= = =  

A körszimmetria figyelembe vételével: 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

1 1

2 4m m m

x dm y dm r dm mR= = =� � �  

 
Vagy: 

( )
4 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) 4 4 4x

m V A

R R R
y dm y dV h y dA hI h hR V

πρ ρ ρ ρ ρ π ρ
� 	

= = = = = =
 �

 �
� 

� � �

2 2

( )

1

4m

y dm mR=�  A körszimmetria figyelembe vételével: 2 2

( )

1

4m

x dm mR=�  

 

( )
3 32 2

2 2 2 2

( ) ( )
22

2 1

3 3 8 12

h h

hhm V

z h
z dm z dV A z dz A A Ah hρ ρ ρ ρ ρ

−−

� �
= = = = =� �

� �
� � �  

2 2

( )

1

12m

z dm mh=�  

( )2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

1 1

4 12x

m m m

y z dm y dm z dm mR mhΘ = + = + = +� � �  

2 21 1

4 12x y mR mhΘ = Θ = +  

x y 

z 

R 

S 
h/2 

h/2 

m 

x 

y 

z 

R 

S 

m 
dV=Adz 

dz 

dA 

x 

y 
 y dy 

x 

y 

z 

R 

S 

m 

dV=hdA 

2

( )

x

A

I y dA= �  

x y 

z 

R 

S 
h/2 

h/2 

m 

dV=hdA 

dA=2rπdr 

x 

y 
 r 

dr 
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2.) Cs� (üreges henger): 

( ) ( )z z zküls� bels�Θ = Θ − Θ  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 4 41 1 1

2 2 2z k k b b k k b b k bm R m R h R R R R h R Rρπ ρπΘ = − = − = −  

( )4 41

2z k bh R RρπΘ = − , 

illetve az „m” tömeggel kifejezve:  

( ) ( )( )( ) ( )4 4 2 2 2 2 2 21 1 1

2 2 2z k b k b k b k bh R R h R R R R m R Rρπ ρπΘ = − = − + = +  

( )2 21

2z k bm R RΘ = +  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 4 4k k b b k b

m m m

x dm y dm r dm m R m R m R R= = = − = +� � �  

( )
2

2 2 2 2
gy�r� gy�r�

( )
2

1 1

12 12

h

hm

z dm A z dz A h h mhρ ρ
−

= = =� �  

( )2 2 21 1

4 12x y k bm R R mhΘ = Θ = + +  

 
III .) Kúp: 
 
Mivel „z” szimmetriatengely, egyben f�tengely is. Az „x” és „y” tengelyek pedig a forgásszimmetria 
miatt – tetsz�legesen elforgatva is – f�tengelyek, így a deviációs nyomatékok értéke zérus. 
Tehát a test „A” pontjához rendelt tehetetlenségi nyomatéki mátrixa: 

0 0

0 0

0 0

x

yA

z

Θ� �
� �Θ = Θ� �
� �Θ� �

 

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

x

m m m

y z dm y dm z dmΘ = + = +� � �  

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

y

m m m

x z dm x dm z dmΘ = + = +� � �  

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

z

m m V

x y dm r dm r dVΘ = + = =� � �ρ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x y 

z 

Rk 

S 
h/2 

h/2 

m 

Rb 

( )2 2
k b k bm m m h R Rρπ= − = −

2
k km hRρπ=  

2
b bm hRρπ=  

x 

A y 

z 

R 

h dV=2rπdrdz 

r 

dr 

dz 

z 

r 
dr 

R*  

y 

x 

R 

r dr 

R 

y 

z 

h 

R*(z) dz 

z dV=2rπdrdz 

* ( )
R

R z z
h

=  

A 
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4 4 5 4
2 3 4 5 2 2

4 4 4
( ) 0 0 0 0

1 1 1 3 1
2 2

4 2 5 10 10 3

R
z hh hh

z

V

R R z R
r dV r dr dz z dz h hR R

h h h
ρ ρπ ρπ ρπ ρπ ρπ

� 	
� �
 � � 	Θ = = = = = = 
 �� �
 � � � �
 �

� 

� � � �

23

10z mRΘ =  

A forgásszimmetriát figyelembe véve: 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

1 3

2 2 20
z

m m m

x dm y dm r dm mR
Θ= = = =� � �  

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 4 5 2 3

2 2 20
( ) ( ) 0 0 0 0 0

1 1 1
2 2

2 5 5

R
z

h h h hRh
z

h

m V

R R R
z dm z dV z rdr dz z r dz z z dz z dz h R h

h h h

� 	

 �

� �= = = = = = = =
 � � �

 �
� 

� � � � � � �ρ ρπ ρπ ρπ ρπ ρπ ρπ  

2 2 23 1 3

5 3 5
R h h mh

� 	= =
 �
� 

ρπ  

2 2

( )

3

5m

z dm mh=�  

( )2 2 2 23 3 3
4

20 5 20x y mR mh m R hΘ = Θ = + = +  

 

Keressük meg a tömegközéppont (súlypont) helyét: 

0

0AS S

ASz

� �
� �= = � �
� �� �

r r ,  

( )

( )

( ) ( )m V V

AS

m

zdm zdV zdV

z
m Vdm

ρ
= = =
� � �

�
,             ahol 21

3
V R hπ= , 

( )
( )

( )

2 2
2 3 4 2 2

2 20
00 0 0 0

1 1 1
2 2

2 4 4

R
z hh h hRh

z
h

V V

R R
zdV zA z dz z rdr dz z r dz z dz z R h

h h

� 	

 � � �� �= = = = = = =
 � � � � �� �
 �
� 

� � � � � �π π π π π  

23 1 3

4 3 4
R h h Vhπ� 	= =
 �

� 
 

3

4ASz h=  

A test tömegközéppontjához (ill. az „S” súlypontjához) rendelt tehetetlenségi nyomatéki mátrixa: 

0 0

0 0 ,         

0 0
S S A AS

ξ

η

ζ

� �Θ
� �Θ = Θ Θ = Θ − Θ� �
� �Θ� �
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2

2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

x AS

y ASS

z

z

m z
ξ

η

ζ

� �� �Θ Θ� �
� �� � � �Θ = Θ = Θ − � �� � � �
� �� � � �Θ Θ� �� � � �

 

ahol ξ, η és ζ az „S” súlyponton átmen�, s az x, y, és z tengelyekkel párhuzamos f�tengelyek. 

23

10z mRΘ = Θ =ζ  

2 2 2 2 2 23 3 9 3 3

20 5 16 20 80x ASm z mR mh mh mR mhξ ηΘ = Θ = Θ − ⋅ = + − = +  

( )2 23
4

80
m R hΘ = Θ = +ξ η  

IV.)  Téglalap alapú hasáb: 
 
A szimmetriát figyelembe véve megállapíthatjuk, hogy mindhárom tengely f�tengely, így: 

0 0

0 0

0 0

x

yS

z

Θ� �
� �Θ = Θ� �
� �Θ� �

 

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

x

m m m

y z dm y dm z dmΘ = + = +� � �  

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

y

m m m

x z dm x dm z dmΘ = + = +� � �  

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

z

m m m

x y dm x dm y dmΘ = + = +� � �  

( )
3 32  2 2 2 3 2 22

2( ) ( )
2

1 1 1 1

3 3 8 8 12 12

c
c

c
cm V

c c
z dm z dV A z dz A z A abc c mc

−
−

� �� 	
� �= = = = − − = =� �
 �� �

� �� � �
� � �ρ ρ ρ ρ ρ  

2 2

( )

1

12m

z dm mc=�  

A másik két integrál analóg módon felírható: 

2 2

( )

1

12m

x dm ma=�  

2 2

( )

1

12m

y dm mb=�  

 

Behelyettesítve: ( )2 2 2 2 2 2

( ) ( )

1 1 1

12 12 12x

m m

y dm z dm mb mc m b cΘ = + = + = +� �  

 

( )2 21

12x m b cΘ = +  ( )2 21

12y m a cΘ = +  ( )2 21

12z m a bΘ = +  

 

m 

a b 

c 

x 
y 

z 

A 

dz 

dV 

z 

S 
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V.)  Háromszög alapú hasáb: 
 
Mivel az (yz) sík szimmetria sík, az „x” tengely f�tengely. Ezt figyelembe véve a test „O” pontjához 
rendelt tehetetlenségi nyomatéki mátrixa: 
 

0 0

0 D

0 D

x

y yzO

zy z

� �Θ
� �Θ = Θ −� �
� �− Θ� �

 

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

x

m m m

y z dm y dm z dmΘ = + = +� � �  

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

y

m m m

x z dm x dm z dmΘ = + = +� � �  

( )2 2 2 2

( ) ( ) ( )

z

m m m

x y dm x dm y dmΘ = + = +� � �  

( )

D D  yz zy

m

yz dm= = �  

( )( )
2 2  32 2 2 2 3 3 3 2 22

2( ) ( )
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
 

2 6 6 8 24 12 2 12

a a
a

a
a am V

x dm x dV x A dx bc x dx bc x bc a a bca abc a ma
−

− −

� 	� �= = = = = − − = = =
 �� �
� 

� � � �ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ  

2 2

( )

1

12m

x dm ma=�  

 
 
 

( )( )
c c

z y y c b y
b b

= − + = −  

( )( )
b b

y z z b c z
c c

= − + = −  

 
( )

( ) ( )2 2 2 2 2 3 3 4

0( ) ( ) 0 0 0 0

1 1
 

3 4

c
b y bb b bb

m V

c c c
y dm y dV a y dz dy a b y y dy a by y dy a by y

b b b

−� 	

 � � �= = = − = − = − =
 � � �

� �
 �
� 

� � � � � �ρ ρ ρ ρ ρ  

4 4 3 2 21 1 1 1 1 1

3 4 12 6 2 6

c
a b b ab c abc b mb

b
� 	 � 	= − = = =
 � 
 �
�  � 

ρ ρ ρ  2 2

( )

1

6m

y dm mb=�  

 2 2

( )

1

6m

z dm mc=�  

 

( )2 2 2 2 2 2

( ) ( )

1 1 1

6 6 6x

m m

y dm z dm mb mc m b cΘ = + = + = +� �  ( )2 21

6x m b cΘ = +  

( )2 2 2 2 2 2

( ) ( )

1 1 1
2

12 6 12y

m m

x dm z dm ma mc m a cΘ = + = + = +� �  ( )2 21
2

12y m a cΘ = +  

( )2 2 2 2 2 2

( ) ( )

1 1 1
2

12 6 12z

m m

x dm y dm ma mb m a bΘ = + = + = +� �  ( )2 21
2

12z m a bΘ = +  

z 

y x 

O 

dx 

dV=Adx=bcdx 

x 

 y 
dy 

dV=adydz 

z 

y 

O 

x 

 z 

dz 

a 

y 

z 

O b 

c 

( )
c

z y y c
b

= − +  
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( ) ( )

( )
2

22
2

( ) ( ) 0 0 0 00

1 1
D D    

2 2

b bc z c zc c cc c

yz zy

m V

b
yz dm yz dV a z y dy dz a z y dz a z c z dz

c
ρ ρ ρ ρ

− −� 	

 �

� �= = = = = = − =
 � � �

 �
� 

� � � � � �  

( ) ( )
2 2 2 2 3 4

2 2 2 2 3 2 2 2
2 2 2

0 0

1 1 1 2 1 1 1 1
2 2

2 2 2 2 3 4 2 12 12 2

c cb b b c c c
a z c cz z dz a c z cz z dz a c c ab c abc bc

c c c
ρ ρ ρ ρ ρ

� 	 � 	= − + = − + = − + = =
 � 
 �
� � 

� �

1
D D

12yz zy m bc= =  

 
A test tömegközéppontjához (ill. az „S” súlypontjához) rendelt tehetetlenségi nyomatéki mátrixa: 

0 0

0 D ,         

0 D
S S A AS

ξ

η ηζ

ζη ζ

� �Θ
� �Θ = Θ − Θ = Θ − Θ� �
� �− Θ� �

, 

ahol ξ, η és ζ az „S” súlyponton átmen�, s az x, y, és z tengelyekkel 
párhuzamos tengelyek. 

A tömegközéppont (súlypont) helyvektora: 

0 0
1

3S AS AS

AS

y b

z c

� � � �
� � � �= = =� � � �
� � � �� � � �

r r , 

2 2

2

2

0 0 0 0 0 0

0 D 0 D 0

0 D 0 D 0

x AS AS

y yz AS AS ASS

zy z AS AS AS

y z

m z y z

y z y

ξ

η ηζ

ζη ζ

� �� � � �Θ Θ +
� �� � � �Θ = Θ − = Θ − − −� �� � � �
� �� � � �− Θ − Θ −� � � � � �

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 21 1 1

6 9 18x AS ASm y z m b c m b c m b cΘ = Θ − + = + − + = +ξ  

( )2 21

18
m b cΘ = +ξ  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1
2 3 2

12 9 12 18 36y ASm z m a c m c ma mc m a cΘ = Θ − ⋅ = + − = + = +η  

( )2 21
3 2

36
m a cΘ = +η  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1
2 3 2

12 9 12 18 36z ASm y m a b m b ma mb m a bΘ = Θ − ⋅ = + − = + = +ζ  

( )2 21
3 2

36
m a bΘ = +ζ  

1 1 1
D D

12 9 36zy AS ASm y z m bc m bc m bc= − = − = −ηζ  

1
D

36
m bc= −ηζ  

z 

y 

O 
x 

S 

c/3 

b/3 

ζ 

ξ η 


