GYAKORLO FELADATOK

Tehetetlenségi nyomaték szamitasa

Néhany szabdlyos test tehetetlenségi nyomatékamakitasa:

[.) 1.) Hatarozzuk meg az
R sugard,
P Sirisédi,
m tomed,
homogén tdmegeloszlasu

gomb sulypontjahoz rende®, tehetetlensegi nyomateki
matrixat!

2.) Hatarozzuk meg az
Rekilss és
Ry, belss sugard,
p sirisédi,
m tomed,
homogén tdmegeloszlasu

goémbhéj sulypontjahoz rendeft_ tehetetlenségi
nyomatéki matrixat!

[I') 1.) Az abran lathat@ siiriisédi, m tdmedi, homogén
tdmegeloszlasu egyenes kdrhenger magasbkaga:
alapkorének sugar&.

Hatarozzuk meg a henger sulypontjahoz ren@elt
tehetetlenségi nyomatéki matrixat!

2.) Az abran lathatop siiriisédi, m tdmedi, homogén
tdmegeloszlasu 6qlireges henger) alapfyijének
kilss sugaraR,
belss sugaraR,,
magassagdu.

Hatarozzuk meg a ésulypontjahoz rendel®_
tehetetlenségi nyomatéki matrixat!
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[Il ) Az abran lathat@ siiriisédi, mtobmedi, homogén
tomegeloszlasu egyenes korkup magasdaga:
alapkorének sugar&.

Hatarozzuk meg a kap
a.) ,S’ sulypontjahoz rendel®_, es
b.) ,A” pontjahoz rendel®,
tehetetlenségi nyomatéki matrixat!

IV.) Az abran lathat@ siirisédi, m tomedi, homogén
tdbmegeloszlasu egyenes téglalap alapu hasab adalél
b ésc.

Hatarozzuk meg a hasab sulypontjahoz ren@elt
tehetetlenségi nyomatéki matrixat!

V.) Az abran lathat@ siirisédi, m tomedi, homogén
tomegeloszlasu egyenes haromszdg alapu haséb ismert
oldalélei:a, b ésc.

Hatarozzuk meg a hasab sulypontjahoz ren@elt
tehetetlenségi nyomatéki matrixat!




Megoldas:

[.) 1) GOmb:
Mivel mindharom koordinata-tengely szimmetria-teyge-

Rsugard, € _ ) L . oy .
tehat Btengely is, — igy a deviacios nyomatékok értekaszé

m tomed, - a ; G ©
p siiriiségi A test tomegkdzéppontjahoz (és 8zulypontjahoz) rendelt
gomb tehetetlenségi nyomatéki matrixa:
m © 0 0
© =0 O 0
=S y
~ 0 0 O,
=\
X y ahol a koordinata tengelyekre szamitott tehetedlgins

nyomatékok definicié alapjan:

dm= pdV=4Frdn @X=(£)(y +2Z)dm

ahol dv az f” belss sugaridr vastagsagu o,=| (x2 + zz)dm
atmbhéi elemi) térfoaat

(m)
©,= [ (}*+y’)dm
(m)
A gbmbi szimmetria figyelembevételével: 0,=0,=0,=0,
ahol ,s’ az S’ stlyponton atmef tetsdleges tengely.

Ennek szamitasat a kovetkdmpcsolat segitségével kénnyen elvégezhetjiik:

0,= [ riam= (¥ + y'+ ) am2(0,+0,+0,) = S0,
(m) (m
Ebol;
2 2 2 R 24 2 (4 2 2
O.==0.== | rddm==pdr| r*dr==—pnrR° =—=p| — Rmr| R=—p VR=—"mE
30 3(!“) 3’ { 35" 5’)[3 ) §’ 5
@S:ng2
5

2.) GOmbhéj :

0, =2(mR-mR)=2o2m( R & &

8 5
65:1_5/0”(Rk_ g)

illetve azm=m¢- my :pgn(F\f - Rf) tdmeggel kifejezve:

es=§pgn( - F§)=—§(p—gn( R~ Fg)j;;:g

© :zm
5




II'.) 1.) Henger.
Mivel mindharom koordinata-tengely szimmetriateygel- tehat

Z fotengely is, — igy a deviaciés nyomatékok értékeszér
/R/— :\ A test tbmegkdzéppontjdhoz (és a2 sulypontjdhoz) rendelt
N | A tehetetlenségi nyomatéki matrixa:
md - y
| |h2 © 0 0
g0 =0 6 o0
P 0 0 o,
X <l . 7\\\ h/2 y
N A o, = J' (y2+22)dm: .[ ¥ dm-.[ 7 dr
(m) (m (m

©,= [(¥+Z)dm= [ Xdm [ Zdr
(m) (m (m

z dv=hdA ezzj(x2+y2)dm:j rzdm:pj f"dV:ptj‘ FdA
(m) (m ™ A
= phIrz(Zrndr) = 2pthJ:l’3dI’ = 2phﬂRT4: (pthRz)g
h/2 1
) G)Z:Emli
\
/2 y Ip:(J;)rsz:(J;)(x2+y2)dA=(J;) xszF(J;) ¥ dA )+ |
|X:|y:%|p:711R4n

A kdrszimmetria figyelembe vételévej: x*dm= J demzéj Fdw% mF
(m) (m (m

Vagy.
R'7T

y [ydm=p] sde:m{j f/d}ao hi=p B ==n( hhr)§=p \”;
(m) (V) (A

J yzdm:% mR| A koérszimmetria figyelembe vételével:.[ xzdm=% mR
(m) =

|=

h

, ~ _ 2 23 2 B E_i )

/R/__\ (.n[])z dm—pd[/) Zdv=p ,th Zdzp Pg}h =p %8 = 12(,0 Anh
) > 2

N

J ZZdm= 1 mA
(m 12

1

— m
12

GX:J(y2+zz)dm:I ﬁdmj %dm% mR

(m) (m) (m

0,=0, =1mr+ L mA
4 12




2.) Csb (Ureges henger):
O, =0 i) ~© gpeis)

o.=5(mR-mR)=3om{ R& RB=Zom (1R §
e, :%pﬂh(R;‘- R)|,
illetve az ,m” tomeggel kifejezve:

0, = 5om(R-R)=3(or{ A- A)( &+ §=3 b & &
©,=5m(R + §)

('L.)Xde:(’L));an%('L de:%( m R- gnbﬁt:—i (msz bz):

1 1
ZdZ—E(p A )13n—l—2 ndl

|
NN T

m=m-m=pri{ R- §) [ Zdm=p A,

(m)
m, = prrhR 1 1
mO:pn'hlf G)X:G)y:zm(li+ Rf)"'l—z mA

Il .) Kdp:

Mivel ,z” szimmetriatengely, egyberttengely is. Az X" és ,y” tengelyek pedig a forgasametria
miatt — tetsélegesen elforgatva is 6tengelyek, igy a deviacios nyomatékok éertéke zérus.
Tehét a test ,A” pontjahoz rendelt tehetetlenségimatéki matrixa:

e, 0 O

X

©=0 0 0 .
0 0 O R N
©,= [(y+2)dm= [ ydm [ Zdr R
(m) (m (m < R*(Z) ]
ey:I(x2+zz)dm:f %drﬁf Z dr dzi\\ } VR(Z)ZEZ
(m (m

(m)
Q,= J (x2 + yz)dm: J rzdm:pf ¢ dv h 7 dV=2r 7drdz
(m) (m M

,,,,,,,,,
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A forgasszimmetriat figyelembe véve:

(_r[)xzdm:(!;) fdrrpéj ame =3 mp

(m
R,
jzzdm— j Zdv=2 77} Z Ii[ rdi dz 2 nf %E[ Zr]%Z dzpn_f ZzR—Z ’z deﬂEf “z:d%an 5:hl,on 2 R
(m p(V) P o |0 ? o 2 ° o N’ h* % 57 W 5

513 5

I ZZdm= 3 mR
(m)

0,=0,= ~mR+2mfi=— of Rea i

0
Keressuk meg a tomegkdzéppont (sulypont) helygt=r ;=| 0 |,
ZAS
Izdm ,0.[ zdv .[ zd\
z= =M - ahol  V=2IRrh,
j dm m \% 3
(m)
R, .
h h h Bz 2 h
jde:j zA 3 dz2m zj rd dZZITI —12[ Z]h dan2 3zdzE2F 4} 12y
(V) (V) 0 0 0 2 ° h 0 h™[ 4 o 4

:E(Emﬂj h="vh
4\ 3 4

3
ZAS:Zh
A test tomegkdzéppontjahoz (ill. a&’,sulypontjahoz) rendelt tehetetlenségi nyomatééirira:
o, 0 0
©.=10 o, 0/, © =0 -0
=S =S =A =—=AS
0 0 O



My

Q, =0, -3 mR
10
©,=0,=0,-mZ. =~ mR+> mh-—2 mh=— mR—
g 20 5 16 20 80

IV.) Téglalap alapu haséb

A szimmetriat figyelembe véve megallapithatjuk, Wogndharom tengelystengely, igy:

4
m o, 0 O

, dv "
> =0 0, 0
===11dz 0 0 O,
Z §§§>‘ z O.=[(y+Z)dm= [ jdm [ Zar
>k (m (m (m
¢ z///q: .Y G)y:.[(x2+zz)dm:.[ %drﬁf Z dr
X //"&\\ (m) (m (m
/\ ) O,=|(¥+y’)dm=| Xdm | yd
\b></ (L(X y) " (.L) ('!.r) r

'-)}—.N\n

J'zzdm:pj' Zdv=p
m; (Vv

1
| %dzgp @3%

I
oo Nlo

wlk

[ e e

j 2dm= -+ mé
(m) 2

A masik két integral analég maodon felirhato:

J' x2dm== m3
" 12

No

.[ y*dm= L mB
n 12

Behelyettesitve: o, = j yzdm+j 2 dmE = mbt L e L 2}
ks ks 12 12 12

1 1 2 1 2
zel—zm(b2+cz) ©] :1—2m(a+02) ©] :Em(a+b2)

y z




V.) Haromszé6g alapu haséb

Mivel az (yz) sik szimmetria sik, az ,x” tengel§téngely. Ezt figyelembe véve a test ,0” pontjdhoz
rendelt tehetetlenségi nyomatéki matrixa:

O, 0 0
=0 ©, -D,
0 _Dzy ez ‘%‘.
- 2
@X:I(y+z)dm:f)?dn+.[ Z dr g%..
() (m (m ?/,%..
= 2 2 = b e
o, (£)(x +7*)dm (L % dm(jm 7 dr Ve Adx=bedy %‘%‘.
Y
Q,= I (x2 + yZ)dm: J. ¥ dmr I ﬁ dr X ‘7~
(m (m (m X 7 dx y

D,=D,= J yz dir

24’ 1 12
[ x*dm==m4
7 (m)
c
2y =-{ yr e
2(y) =~ y+ c=(b- )
b b
0 b Y W=z b= (o
X dy
o [ 50 ch cp c[1 1,0
[ydm=p[ ¥dv=p4 §| [ dz| dgp &[( ® Jy’ydyo H( by °)y @y —% by 4}’:
(m) %) 0 0 b b b3 4
(1l 1.)_1 11 1 a1
—pag[gb ZbJ—l—zpab*o:—(}[—zp ab% 6——6 me (J"'])y dm= = mbB
s 1
(."[)z dm-gmé
G)X:(_n[)yzdm+(£)22dm=% mb+—é nfc:—é (nzl} 2): @X=%m(b2+02)
Gy:(i)xzdm+(£)idm:1—12 m%1+%3 m?c:le a2 ) G)y:1—12m(a2+2c2)
OZ:(.szdm+(J;) idrml—lz mé+%3 m’o:le %2 2;:( 61:1—12m(a2+2b2)




¢ (e c b c
DyzzDzy:(F[)yzdm:p.[ yz d\t,o.f\ z .([ yd}/dzp J;a%{ 2}: :dz%,o %zal' (29 z=

e

:% b—:c[z(c2 -2cz+ %) dz = ,0 a—J( tz2 & dz—,o ?a[

C3

c2
2

1
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A test tomegkdzéppontjahoz (ill. a&’,sulypontjahoz) rendelt tehetetlenségi nyomatééirira:

21 ¢ o 0 0
b/3 25 = 0 G)'I _D']( ! e OA_Q AS!?
< 0 -D, O,

ahol¢, n ésC az S’ sulyponton atmefy s az x, y, és z tengelyekkel
parhuzamos tengelyek.
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A tomegkozéppont (sulypont) helyvektora; =r ,s=| Ys | = =3 b,
Zs c
o, O 0 e, O 0 Vit Zas 0 0
gs: 0 © D=0 © -D,|-m 0 ZZAS ~ YasZas
0 - D(/7 e( 0 - Dzy © z 0 “YasZ as yAS

@,7:®y—sziS:1—12n(é+2c’:)— noé - %H-— c;— B a2 %

n

o = im(saz + 202)
36

OZ:@Z—mEbfiszl—12n(a€+2l3) 6:— mé _1 e L S fsa2

o, :3i6m(3a2 +21F)
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