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1. AVEGESELEM-MODSZER KIALAKULASANAK TORTENETE, A
MODSZER FEJLODESE, ELTERJEDESE, SZEREPE A GEPESZ-
MERNOKI TERVEZOI MUNKAKBAN

1.1. OKori alkalmazas

Véges elemek: alkalmazasukkal bonyolult (és adott koriilmények kozott nem megoldhatd)
feladatokat egyszerisitiink le. Az egyszerisités alapja, hogy a test geometrigjat véges szamu
kisebb, egyszeriibb alakt elemre bontjuk, igy megoldhatova valik a probléma. Ekkor a keve-
sebb, de bonyolultabb szamitas helyett tobb, de egyszeriibb szamitast kell elvégezniink.

A diszkretizacid alkalmazasa geometriai problémak megoldasara

— Kor kertilete, teriilete (1.1 abra)
— henger, gomb térfogata,
— egyéb bonyolult geometriak.

1.1. abra: Kor teriiletének kozelitése

A kor teriiletének szdmitasakor a korlapot n darab egyenld szaru haromszdégre bontjuk 1.1.a)
abra szerint. Ekkor a 7 kozelitd értékének €s hibdjanak alakuldsa a felosztas fliggvényében
lathato az 1.2. abran, ahol

(3600} . (360°
7T —NCOS sin
2n 2n

T

j -100%.

360°) . (360°) , ..
T =~ NCOS sin , és hiba =
2n 2n
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70 3,5

60 X W 3

50 2,5
. 40 2 —e—hiba
hiba[%)] T .

30 y \\ 1,5 i

20 \ 1

10 0,5

0 T T 1 T ’O

0 5 10 15 20 25 30

1.2. abra: rt szamitott értéke és hibdja a felosztas névelesekor

Tszu Csang Csik kinai mérnok (i. sz. 480-ban) feltételezhetden téglalapok segitségével megal-
lapitotta, hogy 7 értéke 3,1415926 és 3,1415927 kozott van.

1.2. Variacioszamitas kialakulasa, alapfogalmai
1.2.1.  Brachisztochron (legrovidebb idé)-probléma

1696-ban Bernoulli fogalmazta meg a problémat, amely megoldasanak keresése elinditotta a
variaciészamitas kifejlodését.

A problema: adott két kiilonb6z6 magassagban €és nem egy fiiggdlegesen egyenesen elhe-
lyezkedd pont. Vegyiik azokat a két pont altal kijeldlt fliggdleges sikban 1év6 gorbéket, ame-
lyeken a magasabb pontbol kezddsebesség és surlodas nélkiil inditva eljuthat egy anyagi pont
az alacsonyabban fekvd pontba. Kérdés, hogy létezik-e ezek kozott a gorbék kozott olyan,
amelyet a pont minimalis id6 alatt fut be és ha igen, hogyan lehet meghatarozni?

P. X2
_e - = = >
yz PZ
Yy

1.3. abra: Brachisztochron-probléma

A Kkeresett y fiiggvény grafikonja atmegy P, és P, pontokon, tehat:
y(0) =0 és y(x,) =Y,. (1.1)
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1. A végeselem-mddszer kialakuldsanak torténete 13

Energiamegmaradas tétele adott esetre:

%mv2 =mgy. (1.2)
A sebesség:
ds
—_—— . 1-3
ot (1.3)

Az elemi Othossz:

(ds)” = (dx)" +(dy) (1.4)

(1.2) tomeggel egyszerlsitve €s helyettesitve (1.3) €s (1.4)-t:

2(((@ +(Zﬂ J o (L5)

rendezve:

dx ) dy dx 2
- L2 =2 1.6
dtj +(olt dxj & (1.6)

dy)* | dx)"
() ](E) “2. -

Szétvalasztva a valtozokat, az ut megtételéhez sziikséges T 1d6:

T= jV“ V" ix (1.8)

Keressiik azt a fiiggvényt, amely eleget tesz (1.1)-nek és amelyre (1.8)-nak minimuma
van. A megoldas egy ciklois:

y(t)=c, arcsinci—,/chx—x2 +C,, (1.9)

1
ahol c;,c, allandok az (1.1) feltételekbdl meghatarozhatok.

Ez a probléma, ahol egy skalar mennyiség minimalizalasdhoz fliggvényt kellett keresni,
irdnyitotta a figyelmet a variacioszamitas felé és inditotta el annak fejlodését.
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14 Végeselem-mdodszer

1.2.2.  Funkcionalok, variacio

A brachisztochron problémahoz hasonld a természet- és tarsadalomtudomanyokban sokszor
eléfordul. Talalkozunk olyan mutatdkkal, mennyiségekkel, amelyek értékét fiiggvények hata-
rozzak meg. Legegyszerlibb eset egy hatarozott integral értéke, amely a kivalasztott fiigg-
vénytdl fligg. De ilyen egy ivhossz, feliilet, térfogat vagy egy tartd potencialis energiaja is. Az
ilyen mennyiségeket a funkcionalnak nevezziik.

Valamely halmaznak a valos szamok halmazaba valo leképezését (valos) funkciondlnak
vagy operdtornak nevezziik.

Az altalanos matematikai definicionak egy specialis esete, amikor a fiiggvények halmazat
a valos szamok halmazaba valo leképezését nevezziik funkcionalnak.

Legyen: f e R® - R adott fiiggvény, és y € R — R megengedett fiiggvény, amely ér-
telmezési tartomanyan folytonosan derivalhatdo y € C,[X,, X,] és atmegy a tartomany szélein
rogzitett P, =(x,,Y,), P, =(X,,Y,) pontokon:

Y(X1) =Y Y(Xz) =Y, (1.10)
Ekkor minden y fiiggvényhez rendeljiik hozza az

X5

1Lyl = [ £ (), y'(x))dx (1.11)

Xy
valos szamot. [gy értelmezziik az | funkcionalt.

A feladat legtobbszor a funkcionalok szélsdértékének meghatarozasa. A szélséérték lehet
abszolut vagy lokalis.

Ha I[y] funkcional teljes értelmezési tartomanyan fennall y ey fiiggvényre, hogy
I[y]> 1]y], akkor 1[y] abszoliit minimum.

Ha | [y] funkcional értelmezési tartomanyanak egy részén fennall, hogy | [y] > | [y], akkor
I[¥] lokalis minimum.

A variaciés probléma klasszikus értelmezése analogiat mutat a differencidlszamitassal.
Lagrange a differencial mintajara bevezette a variaciot — a jele & — és megadta a vele valod
miiveleti szabalyokat. Vizsgéljuk a klasszikus értelmezést:

.....

X, €s X, végpontjaiban ismert fliggvényértékeknél eltiinik, kozte tetszéleges. Ekkor

y=y+dy egy fliggvénysereget (megengedett fiiggvény) ad, amely tartalmazza a megoldast.
A funkcional variaciojat Ggy értelmezziik, hogy
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Y A

»
’ o

X1 X2 X

1.4. abra: Variacio Lagrange-féle klasszikus értelmezése

8 = [& -dx. (1.12)

X

A feladat y megoldasat akkor kapjuk, ha a funkcionalnak minimuma van. Variacios meg-
fogalmazasban

8 =0. (1.13)

Ez a széls6érték sziikséges feltétele.

mumon alapulé modszer esetében definialhatjuk egy probléma egzakt és kozelité megoldasat.

Egzakt megoldas, ha az 6sszes lehetséges fiiggvény koziil valasztjuk ki azt, amelyikre a
funkcional minimalis.

Ennek eléallitasa csak nagyon egyszerii esetekben lehetséges. A legtobb esetben az egzakt
megoldast nem tudjuk megtalalni, mivel analitikusan nem tudjuk megoldani az egyenleteket,
a végtelen szamu fiiggvény koziil mindet megvizsgalni szintén nem lehetséges. A problémat
akkor is meg kell oldani, ha nem tudjuk a pontos megoldast eléallitani, ekkor kozelité megol-
dast keresiink.

Kozelité megoldas, ha nem az 0sszes lehetséges fliggvény koziil valasztjuk ki azt, ame-
lyikre a funkcional minimalis.
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16 Végeselem-mdodszer

A kozelité megoldasok megkeresésére jottek 1étre a direkt modszerek. Az Euler-féle torott
vonalak Euler variaciés modszerének elemei voltak. A modszer a matematika modern eszko-
zeinek birtokaban ujra el6térbe kertilt, és a variacioszamitas direkt modszerének alapja.

1.2.3.  Direkt modszer

A funkcional sz€Is6 értékét ado extremalis fiiggvények meghatarozasa volt a variacioszamitas
elsé problémainak egyike.

Euler modszerének lényege: vezessiik vissza a problémat véges sok valtozotol fiiggd
fiiggvények szélsdértékeinek vizsgalatdra. Azaz megengedett fiiggvényeknek véges sok (n
szamu) adattal leirhato fliggvényeket vesziink és a funkciondlként definialt integralt (1.11)
egy kozelitd 0sszeggel helyettesitjiik. Ha n tart végtelenhez, a kozelitd Gsszeg tart az integral
értékéhez.

Euler megoldasa: szakaszonként linearis, folytonos fliggvények, ,,Euler-féle torott vona-
lak™ hasznalata. Osszuk fel [x,,x, ] intervallumot n+1 egyenlé szakaszra és adjunk meg tet-

szbleges 1,,...,1n7,, valos szdmokat. Ekkor a szakaszok hossza:

X, =X

t= )
n+1

Az (Xl, A ), (X1 +t,1, ), (X1 +2t,7, ),...,(Xl +nt, 7, ), (Xz, yz) pontokat Osszekotd tortvonalak
egy folytonos fiiggvényt alkotnak, amelynek két végpontja a rogzitett P, =(X,,Y,) és
P, =(X,,¥,).

Yy A
/p PZ
P
_ \_ 4
n h\d
X1 t X1 +it X2 =X
—p

1.5. abra: Euler-féle tort vonalak

Ekkor az (1.13) funkcionalt médosithatjuk:

n+1 —n.
I =Zf(xl+i~t,ni,%}, (1.14)

i=1
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(nm—l = y2 ) )

Ha a funkcional |, kozelit6 értéke valamely Euler-féle tort vonalon szélsdértéket vesz fel,
akkor az (x,, y, ), (x, +t,72,), (X, +2t,7, )., (x,_ + nt, 77, ),(X,,y,) pontokban

=0, j=1..,n. (1.15)
on;

Vezessiik be a parcialis derivaltra a fliggvény als6 indexeként a valtozot, ami szerint deri-
valunk:

¢s az alapfliggvényre az

(f), = f(x1 + .t,nj,%j

jelolest.
Igy:

al, B
o =(f,) t+(8,), =(8,),.. (1.16)

(1.15) és (1.16)-bol rendezve:

() Ut

j " =0. (1.17)

Ha n— oo, t -5 0 és a tort vonalak sorozata tart egy kétszer folytonosan derivalhato y
fliggvényhez, akkor (1.17)-bdl eléall

LY~ £, (09 Y) =0, (1.18)

vagy mas formaban
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18 Végeselem-mdodszer

differencialegyenlet, amely az f alapfiiggvényhez tartozé Euler-Lagrange differencialegyen-
let. Megoldasa y, amely az (1.11) funkcional minimumat adja. Igy az (1.13) és (1.18) kifeje-
z¢s egy adott funkcional szélséérték keresési probléma kiilonboz6é megfogalmazasat jelenti.
Ezt az egyenletet a matematikdban egyparaméteres fiiggvénysereg szélséértékének vizsgala-
tabol kapjuk (1.6. melléklet), azonban Euler tort vonalai a direkt modszerek alapjat képezik,
ezért vizsgaltuk a klasszikus értelmezést.

A tortvonalak alapjan vegyiik a megengedett fliggvények valamely ¢, sorozatat és az ab-

szolut szélséértékre vonatkozo probléma Kk -adik 1épésben a

K
z a; o (1.20)
i=0

Osszeget, amely minden 1épésben egy fliggvényt ad. Az igy kapott fliggvénysorozat hatar-
fliggvényének (ha konvergens) az extremalis voltat vizsgaljuk. Ezt a modszert felhasznalhat-
juk:
— variacios feladatok kozelité megoldasara,
— ha a hatarfiiggvény szélséértéket vesz fel, akkor kielégiti (1.18)-at, igy egy
differencidlegyenlet megoldésat vezethetjiik vissza variacios problémara.

Ezt hivjuk a variacioszamitas direkt modszerének.

1.3. Ritz-médszer

A Ritz-mddszerben a variacioszamitas direkt modszerét alkalmazzuk kozelitd megoldas kere-
sésére, a végeselem-modszertdl eltérden itt még a teljes tartomanyt egy fliggvénnyel irjuk le.

Definicio: Legyen ¢, sorozat egy linearis normalt téren és a, sorozat valds szamokon.
@, sorozat teljes, ha minden ¢ elemhez létezik

al¢l +..+ an¢n
sorozat, amely tetszélegesen megkozeliti.

Definicio: Legyen | funkcional, és ¢, sorozat ennek értelmezési tartomanyan. Azt mond-

juk, hogy | minimalizalhat6é ¢, linearis kombinacidinak halmazan, ha teljesiil:

— létezik olyan linearis normalt tér, amelynek része | értelmezési tartomanya és amelyre
@, teljes,

— ¢, minden linedris kombinacidja | értelmezési tartomanyaban van,

— minden n esetében létezik |, minimalis eleme, ahol

D, = {(p=zn:ai(pi}. (1.21)
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1. A végeselem-mddszer kialakuldsanak torténete 19

Ritz tétele szerint, ha | funkcional ¢, sorozat linearis kombinacidinak halmazan minima-
lizalhato, | -nek létezik minimalis eleme és folytonos, akkor az |, funkciondl minimalis
fliggvényeibdl allo y, sorozat | funkciondl minimalizal6 sorozata.

Ritz modszere a rugalmassdagtanban

Vélasszuk funkciondlnak a rugalmas test potencialis energiajat. n szamu, véges paraméter
segitségével eldallitunk egy kinematikailag lehetséges (definiciok a 3.1.1. és 3.3. fejezetek-
ben) elmozdulasmezdt kozelitd fiiggvényt. A potencialis energia minimum elve kimondja,
hogy a potencialis energia a valos elmozdulasok esetében minimalis.

A kinematikailag lehetséges elmozdulasmezét egy fliggvénysorral kozelitjiik:

ﬂ=a191+...+an9n:Q(ai,az,...,an). (1.22)

Az ebbdl felirt potencidlis energia is ugyanezt az n szamu paramétert tartalmazza:

[1=I(a,.a,,..a). (1.23)

A potencialis energia egy funkcional, igy szélséértékét

ST1=0 (1.24)

esetben veszi fel. Azaz:

*

sT1= W g Mg o Olg

,=0. (1.25)
o0a, oa, oa

n

Mivel ez paraméterektdl fliggd integral, a szélséértéket a paraméterek szerinti derivaltak
zérus értékénél vesz fel:

an_,

oa,

on_,

oa,

oll L : . o "

. =0, n darab linedris algebrai egyenlethez jutunk amely a felvett ¢, fliggvények egyiitt-
a

n

hatdit adja. Természetesen, mivel a fliggvénysort felvessziik, igy kozelité megoldast kapunk.
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20 Végeselem-mdodszer

A modszer fontos eleme, hogy az (1.22) elmozdulasmezé kinematikailag lehetséges legyen,
azaz kielégitse a kinetikai peremfeltételeket. Ilyen fiiggvényeket bonyolultabb esetekben ne-
héz taldlni, ezért egyszeriibb feladatok megolddsara alkalmas a moddszer. A végeselem-
modszer abban jelent eldrelépést, hogy a test geometridjat egyszerii elemekre bontja, igy ko-
zelitd fiiggvények konnyen eldallithatoak.

1.4. Modern végelem-modszer kialakulasa
1.41. Erémodszer

1940-es években megjelennek a sugarhajtasa repiilégépek. A nagy sebesség miatt bonyolul-
tabb geometridju szerkezetek jelennek meg, csapott és delta szdrnyak. Ezek szdmitasara a
korabbi modszerek nem felelnek meg. A repiilésnél nem lehet a szamitasi bizonytalansagokat
nagy biztonsagi tényezokkel kompenzalni, mert a felhasznalt anyagok is dragabbak, valamint
az lzemeletetési koltségek is megndvekednek. Felmeriilt az igény egy bonyolult geometridkat
is megfeleld pontossaggal kezeld szamitasi modszerre.

Levy alkalmazta el6szor az erémodszert, amely a klasszikus rugalmassagtan alapjain az
erék egyensulyabol indul ki, és ebbdl szamit elmozduldsokat. 1947-ben csapott szarnyu repii-
16gépekre publikalta megoldasat. Delta szarny esetében problémak meriiltek fel az erémod-
szer alkalmazasaval, mas megkozelitésre volt sziikség a megoldasahoz.

1.42. Mozgasmodszer

Az erémddszerrel parhuzamosan kutatasok folytak az elmozdulasokon alapulé modszer kifej-
lesztésére és alkalmazasara. A Boeing cég egy Turner altal vezetett kutatocsoportja 1956-ban
publikalt egy 1) mddszerrel megoldott problémat. Ennek Iényege egy feltételezett elmozdula-
sokkal felirt merevségmatrixon alapuldé modszer gyakorlati alkalmazéasa volt, ami a modern
végeselem-moddszer 1ényegét mar tartalmazta.

A kovetkezd évtizedekben megsziilettek a két és haromdimenzids alkalmazasok, nagy
lehajlasi és egyéb geometriai és anyagi nemlinearis megoldasok.
felismerése utan a 60-as években a rugalmassagtan variacids elveinek alapjara helyezték a
végeselem-modszert. Ekkor terjedt el széles korben a virtualis elmozdulasok elvén alapuld
modszer, és szinte egyeduralkodova valt. Az alkalmazott matematikai problémak ¢és kidolgo-
zasuk, a szamitastechnika fejlédése folyamatosan tart.

A végeselem-modszert ma mar szerkezeti, h6-, &ramléstani, elektromos, magneses linearis
¢s nemlinedris feladatokra és ezek kombindcioira, kapcsolt feladatokra is alkalmazzak. A
szamitogépek teljesitménye €s a piacon megtalalhatd szoftverek kezelhetdsége eljutott arra a
szintre, hogy a mérnokok kezébe egy konnyen tanulhatd és felhasznéalobarat eszkozt adnak.
Azonban az elméleti ismeretek hidnyaban a peremfeltételek, modellek nem megfelel6 kiva-
lasztasaval a kapott megoldas sok esetben nem a valdsagos feladat megoldasa.

1.5. Végeselem-moddszer a miiszaki gyakorlatban

A végeselem-modszer elterjedése a gyakorlatban megvaltoztatta a klasszikus gyartéasi folya-
matot (1.6. abra), beépiilt a gyartasi lancba.
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Prototipus
legyartasa

Tervezés }—» Ly <ZProbaiizem megfelel Gyartas

nem felel meg

1.6. abra: Klasszikus gyartasi modell egyszertisitett folyamatdbrdja

A gyartasi koltség jelentOs része a kisérleti darabok legyartasa és probatizemének végrehajta-
sa. Mivel ezekhez sziikség van anyagra, annak megmunkalasara, a probaiizemhez sziikséges
peremfeltételek biztositasara, kisérleti eszkozokre. Természetesen sziikség van mind a proto-
tipus-gyartas, mind a probaiizem elvégzéséhez szakszemélyzetre. Ezen koltségek csak nagy
darabszam és/vagy magas termékar esetén tériillnek meg. Ezt a koltséget csokkenti jelentds
mértékben a végeselemes szimulécio (1.7. abra).

Végeselem| . megfelel

Tervezés —» :
szimulacioé

A

Gyartas

nem felel meg

Prototipus
legyartasa

Y

nem felel meg

megfelel

Probaiizem

1.7. abra: Végeselemes szimuldcioval segitett gyartasi modell

A sziikséges prototipusok szamat csokkenti a végeselemes szimulacid, amennyiben jol model-
lezhetd problémardl van szd, akkor akar el is hagyhato a prototipus legyartdsa. Ekkor mar a
sorozatgyartasra lehet azonnal berendezkedni, és elegend6 a nullszérian probatizemet végezni.

A szimulacié nemcsak a szilardsagi vizsgalatok teriiletén nyujt segitséget, hanem a tech-
nologiai tervezéskor is. Léteznek olyan célszoftverek is, amelyekkel egy froccsontési, kova-
csolasi, mélyhuzasi, stb. folyamatot tudunk szimuldlni, igy ezek a magas szerszamkoltségi
gyartasi modszerek is olcsobba valnak.

Elmondhatjuk, hogy a tervezéskor alkalmazott végeselem-modellezés tobb teriiletre is
Kiterjed:

— termék szilardsagi, hotani, dramléstani, elektromos, magneses vizsgalata, hasznalati
koriilmények kozt, amely a termék minds€gét javitja, koltségét (pl. suly) csokkenti,

— termék gyartds kozbeni szimuldcidja (gyartastechnologia szimuldcidja), az optimalis
koltségli, de megfeleld termék gyartastervezéséhez,

— szerszamok szimulécidja, amely azok élettartamat, optimdlis lizemi feltételeit adja.
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22 Végeselem-mdodszer

A végeselem-modszer természetesen nemcesak a gépgyartasban terjedt el, hanem egyéb tu-

crer

sok, kisérleti modellek szama csokkenthetd, igy a tervezés dsszességében olcsobb, gyorsabb,
pontosabb.

1.6. Melléklet
1.6.1. Variacioszamitas miiveleti szabalyai

u fuggvény, F = F(x,u,u’) funkcional.

.....

.....

F=-Fau+Far (1.26)
ou ou'

teljes differenciaja:

F':ﬁdx+ﬁdu +ﬁdu'. (1.27)
oX ou ou'

F,, F, funkciondl esetén fennall:

S(F, +F,) =F, +6F,, (1.28)

S(F,-F,)=0F -F, +F,-6F,, (1.29)

PEER _zFl %, (1.30)
F, F;

S(F")=nF"".oF . (1.31)

u fliggvényre fennall:

d du
Sa=-o %) (132
S[u(dx = [du(x)dx. (1.33)
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1.6.2. Euler-Lagrange differencidalegyenlet

Legyen: f eR® >R  adott fiiggvény (alapfiiggvény), és y € R —> R megengedett fiigg-

vény, amely értelmezési tartomanyan folytonosan derivalhato y e C,[X;,X,] és atmegy a

tartomany szélein rogzitett P, = (x;,Y,), P, =(X,,Y,) pontokon: y(x,)=V,, Y(X,)=Y,.
Ekkor minden y fiiggvényhez rendeljiik hozza az

11 = | 6 y00, y(0)dx (1.34)

valds szamot.

Keressiik azt az y _fliggvényt, amelyre I[y]_funkciondl stacionarius. (Egyéb feltételek

mellett sz&ls6 értéket vesz fel).

Legyen: n € R — R tetszdleges fliggvény, rogzitett pontokkal
(%) =1(x;) =0, (1.35)

és & € R valds szam. Ekkor definialhaté egy @ € R> — R egyparaméteres fiiggvénysereg:

(X, &) = yY(X) +en(X). (1.36)

Yy A

oy=

P

»
>

X1 X2 X

1.8. abra: A variacios feladat megoldasa és varidalt gérbéi

(1.34)-ba (1.36)-ot helyettesitve:
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24 Végeselem-mdodszer

X2

| = j f(x, 0(x), ' (x))dx = f (%, y(X) +&7(x), y' (X) + &n' (X) )dx.. (1.37)

Xy Xy

Adott 7n7(x) fiiggvény esetén | funkcional csak ¢ fliggvénye. | (&) akkor lesz stacionari-
us (teljesiti a szélsoérték sziikséges feltételét), ha

dl
— =0, 1.38
i (1.38)
¢és
e=0. (1.39)

A paraméteres integralok differencialéasi szabalyai szerint:

— j[n—m—jd —]n%dx+jn%dx =0. (1.40)

Xy

n'i integraljara alkalmazzuk a parcialis integralas szabalyat:

In'% dx #7(%} )

C ot odfof
_ {n&(wjdx. (1.41)

(1.41) jobb oldalanak elsé tagja zérus (1.35) szerint, ennek megfelelden (1.40)-be helyet-
tesitve:

XJZ {%—%[gﬂdx =0. (1.42)

Mivel n tetszéleges, igy az integral csak akkor lehet zérus, ha a_dfa)_ =0
gy dx\ oy’

Ezt Euler-Lagrange differencialegyenletnek nevezziik.
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2. KONTINUUMMECHANIKAI ALAPFOGALMAK.
A RUGALMASSAGTAN DIFFERENCIALEGYENLET-RENDSZERE
ES PEREMERTEK PROBLEMAJA.

2.1. Kontinuummechanikai alapfogalmak

Modell: a vizsgalt jelenséghez hasonloan viselkedd, annak egyszeriisitett masa.

Szilardsagtani problémak megoldasédhoz sziikségiink van:

— geometriai,
— anyag-,
— kapcsolati (terhelés, kényszer) modellekre.

A geometriai modellek dimenzid szerint lehetnek:

— 0 dimenzids: pontszerl test, ha elhanyagoljuk az 6sszes geometriai méretét,

— 1 dimenzids: ha egyik mérete a masik két kiterjedéséhez képest elhanyagolhato. A
klasszikus rudak, tartok, racsos szerkezetek, és a végeselem-modszerben hasznalt
vonalelemek.

— 2 dimenzios: egy mérete elhanyagolhatd a masik két méretéhez képest. Lemezek, héjak.

— 3 dimenzids: testmodell, egyik méretét sem hanyagoljuk el. Azonban ez legtobbszor
nem jelenti a teljes geometriat, mert a mechanikai szempontbol elhanyagolhato, de a
szamitasi igény noveld részeit folosleges a modellben megjeleniteni.

Kontinuum (test) modell: folytonos (folytonosan derivalhato) fliggvényekkel leirhato,
tetszéleges szdmu (végtelen) részre feloszthato modell. A kontinuum testek pontjait adott
koordinatarendszerben

r=xi+yj+zk (2.1)

vektorral irjuk le.

kontinuum test

elemi térfogat

2.1. abra: Kontinuum test és elemi hasab
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26 Végeselem-mdodszer

Elemi test: egy kontinuum test elemi (tetsz6legesen kis méretii) része, modelltdl fliggden
elemi tdmeg vagy elemi térfogat.

Merev test: olyan test, amely barmely két pontjanak tavolsaga allando. Fiiggetleniil a
terhelés nagysagatol.

Rugalmas test: alakvaltozasra képes test. Terhelés hatasara pontjainak tavolsaga valtozik.

Linearisan rugalmas anyagmodell: a terhelés és alakvaltozas kozt linearis fliggvény-
kapcsolat van.

Nemlinedrisan rugalmas anyagmodell: a terhelés és alakvaltozas kozt nemlineéris fligg-
vénykapcsolat van.

Képlékeny anyagmodell: az anyag a terhelés megsziinése utan nem nyeri vissza eredeti
alakjat. Szamos képlékeny anyagmodell 1étezik a linedris és nemlinearis ill. rugalmas és kép-

crer

G A G A G A

\/

€

.

€

linearisan rugalmas nemlinedrisan rugalmas képlékeny

2.2. abra: Anyagmodellek

Izotrop anyag: az anyag viselkedése iranytol fiiggetlen, barmelyik irdnyban azonos tulaj-
donsagokat mutat.

Elmozdulasvektor: a test egy pontjanak elmozduldsvektora a test adott pontjanak terhe-
1és el6tti P és utani P' helyzetének (helyvektoranak) kiilonbsége.

Up =Upi+Vp j+ Wk (2.2)

Elmozduldsmez6: a test osszes pontjdnak elmozdulasvektora a (2.1) helyvektor fligg-
vényében.

u(r) =u(n)i +v(r) j + w(rk (2.3)
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terhelés elott

N
N\
\
\
\ I
A ’
y P /
. terhelés utan
P r = - —-_— .

=<V

2.3. abra: Elmozdulasvektor

Kis elmozdulas: a test pontjainak elmozduldsa elhanyagolhatéan kicsi a test geometriai
méreteihez képest.

Kinematikai peremfeltételek: a test ismert (vagy eldirt) elmozdulasai.

Dinamikai peremfeltételek: a test ismert (vagy eldirt) terhelései.

Alakvaltozas: a test egyes pontjainak egymashoz képest torténd fajlagos (egységnyi
hosszra vonatkoz0) elmozdulésa.

— fajlagos nytlas: ¢ a vektor hosszanak megvaltozasa,

— szogtorzulas: ¥ az egymasra merdleges tengelyek szogvaltozasa (2.4.b. abra), a szog-
torzulas szimmetrikus.

— A merevtest-szerli mozgast (2.4.a. abra) nem vessziik figyelembe.
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yA y A
I~ ~<
/ T~<
/ /
/ / _
PI I ny_ (pxy+ (Pyx
~ /
/\ \\\\I
Up
P
X X
a) b)

2.4. abra: Merevtest-szerii mozgdas és alakvaltozas x-y sikban

Alakvaltozasi vektor: adott iranyt egységvektor eltolodasat leir6 vektor. 1, j,k

egységvektorokkal (triéder) értelmezve:

.1 .1
a, =&, 1+~ +=v_k, 2.4
& =ed+ oy 1 +T 7k (2.4)
1 . .1
Q‘y:Eyyx!-i_gyl_'_EyyzK’ (25)
1 .1 .
a, =§72x!+572yl+gzki (26)
ahol

ywzyyx’yyz:yzy’yxz:yzx'

A vektorok koordinatainak tulajdonséagai:
— fajlagos nyulasok: &,,¢& , &, mért€kegység nélkiili jellemzok,
£ >0, a hossz novekszik,
& <0, a hossz csokken.
— szbgtorzulasok: y,,,7,,,7, mértékegységiik radian
y >0, a szog csokken,
y <0, aszdg novekszik.
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Alakvaltozasi allapot: adott pontban az Gsszes iranyhoz tartoz6 alakvaltozasi vektorok
Osszessége. Leirdsa lehetséges: egységkocka triéderének alakvaltozdsi vektoraival, alak-
valtozasi tenzorral, Mohr-koron.

y
8y
1Y
1 AP
EY.VA :
...................... -1
1 &,
1
E’Yzy K A X
2sz
€, 1o
2sz

2.5. abra: Alakvaltozasi allapot alakvaltozasi vektorkoordinatakkal

Tenzor: lineéris, homogén vektor-vektor fliggvény. Leirdsa diadikus formaban vagy adott
koordinatarendszerben definialt matrixszal.

Alakvaltozasi tenzor: rugalmas test adott pontjanak alakvaltozasi allapotat irja le gy,
hogy tetszdleges iranyhoz hozzéarendeli az adott irdny alakvaltozasi vektorat. Adott
koordinatarendszerben leirt vektorharmassal definialhat6 diadikus vagy matrixos formaban.

— Diadikus forméaban:

g=a,ci+a,oj+a,ok. (2.7)
— Matrixos forméban:
_ ) 1 1 ;
X 2 Y yX 2 Y x
1 1
ﬁ = E?/xy gy Eyzy ) (28)
i1 ¢
i 2 ¥ x 2 4 yz z |
amely oszlopaiban x, y, z iranyhoz tartozé alakvaltozasi vektorok koordinatai szerepelnek.
n egységvektorral definialt irdnyhoz tartozé a, alakvaltozasi vektor:
a,=¢-n. (2.9)
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Alakvaltozasi tenzormez6: a test Osszes pontjdnak alakvaltozasi tenzora a helyvektor
fliggvényében.

_ &,(r) %m(z) %m([)_
&(r)= %m(t) g,(r) %ny([) (2.10)
57l 570 e)

Fesziiltség: a test belsd feliiletén megoszld erdrendszer stirliségvektora (intezitdsa).
s . N
Mertékegysége: 1—-=1Pa .
m

Fesziiltségvektor: a fesziiltséget fesziiltségvektorral adjuk meg. Adott pontban, n
iranyhoz, dA feliiletelemhez rendelt p fesziiltsegvektor:

p =4E (2.11)

— Adott feliileten a fesziiltségvektor feliiletre merdleges koordinatajat normal
fesziiltségnek nevezzik, jele: o .
o >0, hazas esetén,
o <0, nyomads esetén.

— A fesziiltségvektor feliilettel parhuzamos koordinatdit cstsztatd fesziiltségeknek
nevezzik, jele: 7.

i, j,k vektorokkal definialt feliileteken a fesziiltségvektorok:
e (2.12)
K, (2.13)

K, (2.14)

ahOI j/xyzyyx’yyz:yzy’yxzzyzx'

Fesziiltségallapot: adott pontban az Osszes iranyhoz tartozd fesziiltségvektorok Osszes-
sége. Leirasa lehetséges: elemi hasabon fesziiltségvektorok koordinataival, fesziiltségi ten-
zorral, Mohr-koron.
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Y A

GX
TZY Ty —»
f————>
T X

2.6. abra: Fesziiltségallapot elemi hasabon

Fesziiltségi tenzor: rugalmas test adott pontjanak fesziiltségallapotat irja le ugy, hogy
tetszOleges iranyhoz hozzarendeli az adott irdny fesziiltségi vektorat. Adott koordinata-
rendszerben leirt vektorhdrmassal definidlhaté diadikus vagy matrixos forméaban.

— Diadikus formaban:

g:pxoi+£yoi+,_ozok. (2.15)

Matrixos formaban:

Oy 2-yx Tox
o=|1, O, T,| (2.16)
T, T, O

n egységvektorral definidlt irdnyhoz tartozo P, fesziiltségvektor:

p =on. (2.17)

n

(IS

Fesziiltségi tenzormez6: a test Osszes pontjanak fesziiltségtenzora a helyvektor
fliggvényében.

5 () o,r) 7,(r) (2.18)
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A fesziiltségi és alakvaltozasi tenzor elemeinek indexelésére a bemutatotthoz képest
forditott sorrend is haszndlatos.

Eré munkaja: egy er6 dr elmozdulasa soran F-dr elemi munkat végez (a 2.7 abran
lathato a skaldr szorzat geometriai értelmezése, az erét az erd iranyu elmozdulas kompo-
nenssel szorozzuk). Véges elmozdulas sordn a végzett munka az elemi munkék 6sszege:

r

W = [E(r)dr (2.19)

n

dW=Fdr=Frcosa=Fdr,

2.7. abra: Eré munkaja

Belso energia: (alakvaltozasi energia) a belsd er0k munkaja

U= 1J.(‘fxgx +0, 8, 10,8, + TV T TV T TV )jv (lineéris eset) (2.20)
\%

Eldallithato a fesziiltség és alakvaltozasi tenzor kettds skalar szorzataként:

1
U =§Jg--£dv (2.21)

Hamilton-féle operator: (nabla operatorvektor) olyan vektor, amelynek minden koordi-
nataja az adott koordinata szerinti parcialis derivalasi utasitas. Derékszogli descartes-i koor-
dinatarendszerben:

V=£i+—j+—k. (2.22)
Henger (polar) koordinatarendszerben:
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et le + 6, (2.23)
R Rop*

2.2. Rugalmassagtan differencialegyenlet-rendszere és peremérték problémaja
2.2.1.  Egyensulyi egyenletek

Az egyensulyi egyenletek a testre hato 9([) térfogati terhelésmezd és a g([) fesziiltségi

tenzormezd kozti kapcsolatot irjak le.

Y A

G,
TZY Ty —>
f———>
T X

b)
2.8. dbra: Elemi test terhelései

Ha egy test belsejében kivalasztott elemi test nyugalomban van, akkor kiils6 (2.8.a abra) és
belsd (2.8.b abra) terhelései egyensulyban vannak. Az X iranyu terheléseket megvizsgalva
(2.9.a abra) lathatjuk, hogy ha nincs kiilsd terhelés, akkor a belsé erdk (fesziiltségek) a test
megfeleld oldalain egyforma nagysagtiak és ellentétes értelmiiek. A valtozast a testre hato
kiils6 térfogati terhelés okozza. A fesziiltség felilleten megoszld belsd erd, ezért at kell
szamitani az elemi térfogatra. A o, a dydz feliileten ébred, térfogati terhelés akkor lesz, ha

dx ¢lhosszal elosztjuk. Ehhez hasonléan a 7, fesziltséget dz, a 7, fesziltséget dy ¢l-

hosszal kell osztani. Ekkor az elemi testre hatd Osszes X iranyu térfogati erd egyenstlyban
van:

x X _Tx I T T W W W g =, (2.24)
y
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Y A Y A
T, AT,
Tyx_> : _>
Ty ‘ - E H"\_sz
&Gx < G, acx ‘ _} 6x+AGX
........ _’ osssens ’ — —_—
T ' dy sz+érzx ' s qx
""""""""""""" > _-:'_"'4>
< ..... :Tyx X I ‘—'—___.-" < ........ Tyx' dz X
— | dx N
z z - 4
a) b)

2.9. dbra: Elemi test x irdanyu terhelései

: L, o Jdo
A fesziiltségek valtozasai az adott iranyu parcidlis derivalttal irhatoak le: Ao, = axx dx,

or
At, = aafzx dz, Az, = 8; dy, amelyeket (2.24)-be helyettesitve kapjuk:
Z
or
aGX 4 aTZX +0, = 0. (2.25)
OX oy 0z

cres

or, Oo, Or,
Yy—2L+—2+q, =0, (2.26)
OX oy 0z
0
Oy , %% 9% L4 _o. 2.27)
OX oy oz

A (2.25)-(2.27) egyenletek a descartes-i derékszogli koordinatarendszerben felirt
egyensilyi egyenletek.

Az egyensulyi egyenletek altalanos megfogalmazasahoz vegylink egy testen beliili V
térfogatrészt a 2.10. dbranak megfelelden.
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belso térfogatrész

....... A
dV \\\‘ Qn
dA'%a q(r)
AN/ T A
y y
r r
X X
z z
a) b)

2.10. abra: Testen beliili V térfogatrész feliileti és térfogati terhelései

A dV térfogata elemi testre hato térfogati terhelésbdl szarmazé elemi erd:

A V Dbelsé test egyenstlyban van, tehat a rd hato feliileti és térfogati terhelésekbol
szarmazo erdk Osszege zérus:

F=0=[qdV+[c-ndA. (2.28)
\ A

A Gauss-Osztrogradszkij-féle integralatalakitasi tétel szerint:

Ig-QdA=Ig'VdV :
A \Y

Ezt helyettesitve (2.28)-ba:

0=[gdV +[c-vdv,
\ \

a tagonkénti integralt 6sszeg integraljava alakitva:
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0=[(a+c - Vhv (2.29)

Mivel a V térfogat tetszbleges lehet, ezért (2.29) csak az integrandusz zérus értéke mellett
igaz, amely Osszefiiggés a rugalmassagtan egyensilyi egyenlete.

IS

V+q=0. (2.30)

2.2.2. Geometriai egyenletek

A geometriai (kinematikai) egyenletek az u(r) elmozdulasi vektormez6 és az g([) alak-

valtozasi tenzormezd kapcsolatat irjak le. Descartes-1 derékszogli koordinatarendszerben,

crer

y
A du,
Q’
dv, I
dv Y e wwTTI L Cianccanccsmnsaaaas -
o] / QA
A v :
dy P Yy = Py + Py
90° — v, i
: 7Y dv,
A — A >
[5)
P’ T(ny ; de" du, N X
dx R du

2.11. abra: Alakvaltozasok geometriai interpretdcioja

Tekintsiink el a merevtest-szeri mozgastol, és csak a P és Q pontok egymashoz képesti
elmozdulasat vizsgaljuk. Egymasra vetitve a P és a P' pontokat, a % szakasz hosszanak
valtozésa a QQ' vektor, amelyet du=du-i+dv-j+dw-k elemi elmozdulasvektorral

jeloliink. Sikban ennek két koordinataja du és dv. Mindkét koordinata két részre bonthatd
du=du, +du,, dv=dv, +dv,.

du,:a dx él nyulasabol (x fiiggvénye),
du,:a dy é€ltorzulasabol (y fliggvénye), ezért
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ou ou, Oou, du, , ou ou,_ Ou, du,
—= + = +0¢és —= + =0+ .
oXx ox ox  dx oy oy oy dy

dv,:a dy élnyaldsabol (y fiiggvénye),
dv,:a dx ¢l torzulasabol (x fiiggvénye), ezért

oV ov, OV, dv, . v ov, OV, dv,
—= + = +0¢és —=—+—=0+—-".
oXx oOx ox dx oy oy oy dy
: . du dv
A 2.11. abra alapjan a fajlagos nyulasok &, = d—x, &, = Ve és a szogtorzulas:
X y
=@, +@, =arctan v, +arctan du, v, + ,
oy = Py TP = dx dy dx dy

Felhasznalva az elmozdulasvektorra felirt parcialis derivaltakat:

g oM v v
T Y Ty T T Ty

Ez mindharom sikban elvégezhetd, aminek eredményeként megkapjuk descartes-i
derékszogl koordinatarendszerben a geometriai egyenleteket:

& =—, & , ,
ox ' oy 0z

ov ou ov  ow ow du

yxyzyyx:_-’__’ yyz:yzy:__i__’ Ve =V =

—+—. (2.32)
oX oy oz oy ox oz

A geometriai egyenleteket altalanos formaban is meg tudjuk fogalmazni. Ehhez vizsgaljuk
meg egy szilard test két — egymastol kezdetben dr =dxi+dy j +dzk elemi tavolsagra 1évd —

pontjanak helyzetét terheletlen €s terhelt allapotban. Az alakvaltozas definicidja szerint ezen
két pont egymashoz képesti helyzetének megvaltozasat kell leirnunk.
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terheletlen allapot

=<V

2.12. abra: Elmozdulas és alakvaltozas

2.13. abra: Elmozdulas és alakvaltozasi vektorok

A P ¢és Q pontok relativ elmozdulasa a két pont elmozdulasanak kiilonbsége:

AHZHQ_

[

p=U—-Up.
Ebbdl Q elmozdulasa:

U=U, +A (2:33)

<

A P pont kérnyezetében az g(x, Y, Z) elmozdulasfiiggvényt kozelitsikk P -re irt Taylor-
sor segitségével:
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d+8_u

P

8u

Zlp

2
dz+3§L% dx? +..=u, +du. (2.34)
X

P

dy +

P

u(r)=u, +—=

A (2.33) és (2.34)-bdl kovetkezik, hogy P pont kornyezetében az elmozdulas
differencidja és differencialtja kozelitdleg megegyezik. Kis elmozdulasok esetén a magasabb
rendi tagokat elhanyagolva:

Figyelembe véve dx=i-dr, dy=j-dr, dz=k-dr egyenldségeket, valamint a skalaris

¢s diadikus szorzat kozti a- (lg 9) ( b) C csoportosithatdsagi szabalyt, az elmozduldsmez6

elemi megvaltozasa:

dg au (d[)+_— (Jd[)_|_a_g (Kd[): @ oi+a_u J+a_g OK d[
6x o oz, oX|p N, — OZlp
Felhasznalva a Hamilton-féle operatort:
du=(uoVv)-dr. (2.35)

Ahol T =(uoV) az elmozduldsmezé derivalt tenzora, amely felbonthaté szimmetrikus és

antimetrikus (ferdeszimmetrikus) tenzor 0sszegére.
1 1
T =T ) ST )= e Ve von) S eV -Vou)= 2T,

A szimmetrikus rész az elemi test alakvaltozasat irja le, az antimetrikus rész pedig az ele-
mi test szogelfordulasat. Az alakvaltozési tenzor elmozdulasmezdbdl torténd szarmaztatasat
leird egyenletet

g=%@oV+Vo@ (2.36)

geometriai egyenletnek nevezziik.

A tenzoregyenletnek megfeleld skalaris egyenletek a descartes-i derékszogli koordinata-
rendszerben, a mar korabban felirt (2.31) és (2.32) egyenletek.

A geometriai egyenletek egy masik alakja a Saint-Venant-féle kompatibilitasi egyenlet:

VxgxV =0. A kompatibilitds vonatkozik a szomszédos elemi részekre is, mert az anyag

folytonossaga mellett a szomszédos elmozduldsoknak meg kell egyezniiik.
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2.2.3.  Anyagegyenletek

Az anyagegyenletek a fesziiltségi és alakvaltozasi éallapot kozti kapcsolatot irjak le. A 2.2.
abran lathato linearisan rugalmas anyagra a Hooke-torvény érvényes. Egytengelytl fesziiltség-
allapot esetén az egyszerii Hooke-térvény o = E&, ahol E (Young-modulus, rugalmassagi
modulus) az ardnyossagi tényezO a fajlagos nyulas és a fesziiltség kozott. Tiszta hizés
esetében, ahol csak egy irdnyban van fesziiltség, a nyulas nemcsak egy iranyban torténik 2.14.
abra. A huzas irdnydban az anyag megnyulik, ra merdlegesen hossza csokken. A koztiik 1évo
aranyossagot a dimenzi6 nélkiili Poisson-tényezdvel irjuk le: &, = ¢, =—ve

X"

YA

<V

A

2.14. abra: Nyulasok, Poisson-tényezo

Tobbtengelyll fesziiltségéallapot esetében a kiilonbozd fesziiltségek ¢és nyulasok kozti
Osszefliggést egy tenzoregyenlettel, az altalanos Hooke-torvénnyel irjuk le. Két alakja izotrop,
linearisan rugalmas anyagokra:

o= ZG(£+ 1_V - glgj, (2.37)
gz%(g—%qgj. (2.38)
g o-1.,%E

Ahol, G : cstisztaté rugalmassagi modulus, amelyre igaz: E = ZG(1+ v),
E : egységmatrix,

&,,0,: amegfeleld tenzorok elsd skaldr invaridnsa, (a f6atlo 6sszege).

A (2.37) anyagegyenletnek megfeleld skalar egyenletek:

()j

o, = ZG(gx +
1-2v
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1-2v

o, = ZG(gy +

()}

o, = ZG(SZ +

()j

1-2v

Ty =G)/xy, T, =G;/yz, 7, =Gy,,.

XZ

2.2.4.  Peremfeltételek

y A

y X

2.15. abra: Peremfeltetelek

Rugalmassagtani probléma esetében kétféle peremfeltételt kell definidlnunk:
Kinematikai peremfeltételek: az eloirt U, elmozdulasok (kényszerek) az A, feliileten. A
megoldasra fennall: u =u,.

Dinamikai peremfeltételek: az eldirt P, terhelések az A, feliileten (a terheletlen feliiletek

is ide tartoznak, mert azoknak ismert zérus terhelése van). A megoldasra fennall: pP=p,
azaz g-n=p_.

Egyéb peremfeltételek is elofordulnak, de a leggyakrabban a fent emlitett két tipus fordul
elo.

2.2.5.  Peremérték problema

A rugalmassagtan peremérték problémaja a rugalmassagtan differencidlegyenleteibdl és a
peremfeltételekbdl all:
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- o0-V+q=0, egyensulyi egyenletek,

- g= E(g oV +Vou), geometriai egyenletek,

- o= 2G(§ + Y glgj , anyagegyenletek,
2 < L, 1=
=U,, kinematikai peremfeltételek,

=p, dinamikai peremfeltételek.
0

Az igy definialt peremérték problémanak bizonyithatdan 1étezik megoldasa (egzisztencia)
¢és csak egy megoldésa 1étezik (unicités).
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3. A RUGALMASSAGTAN ENERGIAELVEI, VARIACIOS ELVEI,
VEGESELEM-MODSZER, MEREVSEGI EGYENLET
MEGHATAROZASA ES MEGOLDASA SiKBELI, HUZOTT
RUDELEMRE

3.1. Kozelito mezok

A rugalmassagtani probléma kozelité megoldasat az elmozdulasok vagy az erdk (fesziiltsé-
gek) kozelitésével oldhatjuk meg. A rugalmassagtani egyenletek segitségével mindkét irany-
bol elindulva a test elmozdulas-, alakvaltozasi és fesziiltségmezdje eldallithato.

3.1.1. Kinematikailag lehetséges elmozdulasmezd

*

Kinematikailag lehetséges az elmozdulasmez6 U = g([), ha:

— kielégiti a kinematikai peremfeltételeket (2.15. abra), u| =u,,
Ay
— folytonos és derivalhato (teljesiilnek rd a geometriai egyenletek).

YA

-
-
L —————
==

-
~<_
~

kinematikai peremfeltételek: Q(O): 0, di_(O) =0
X

3.1. abra: Befogott tarto kinematikailag lehetséges elmozdulasmezdi

*

"

U -bol eldallithatd a kinematikailag lehetséges alakvaltozasi mezd & = %(go V+Vo g). Az

alakvaltozasi mezébol az anyagegyenlet (altalanos Hooke-torvény) segitségével eldallithato a

kinematikailag lehetséges fesziiltségmezd g=2G(§+ Vz & Ej. Egy rugalmassagtani
= < p 1=

probléménak egyetlen g([) megoldasa van, g([) pedig végtelen szamu lehet, igy altaldban

nem elégiti ki az egyensulyi egyenleteket és a dinamikai peremfeltételeket.

3.1.2.  Statikailag lehetséges fesziiltségmezo
Statikailag lehetséges a fesziiltségmezd é = é([), ha:

— kielégiti a dinamikai peremfeltételeket (2.15. abra), é-
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— teljesiilnek ra az egyenstlyi egyenletek, é -V+q=0.
Eléallithato beldle a statikailag lehetséges alakvaltozasi mezd az anyagegyenlet segitségé-

vel ¢ = %(_ - %51 Ej . Ez, és az ebbdl eldallitott elmozdulasmezd altalaban nem elégiti
< = 14y =

ki a geometriai egyenleteket és a kinematikai peremfeltételeket.

3.2. Virtualis munka elve

Virtualis elmozdulds: kényszerek altal megengedett kismértéki, tetsz6leges elmozdulas. El6-
allithatd egy kinematikailag lehetséges ¢és a wvalddi elmozduldsmezd kiilonbségeként

*

Su=u-u.

A =%, )

»
>

Xl XZ X

3.2. abra: Kinematikailag lehetséges és virtualis elmozdulasmezo

Virtualis munka elve: idealisan rugalmas rendszer (test) egyensulyi (rugalmassagtani problé-
ma esetében a terhelések és kényszerek altal meghatarozott) helyzetébdl valo virtualis kimoz-
ditasakor a kiils6 er6k virtualis munkaja megegyezik az energia virtualis valtozasaval:

W, =dU . (3.1)
A térfogati és feliileti erdk virtualis munkéja:

&Nkzjég-ng+jag-;_3dA (3.2)
\ A

p

A virtudlis bels energia:

N =2[g-6c 0V +2[g-& AV = [g-de AV (33)
2V 2V \%
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(3.3)-ban felhasznaltuk a fesziiltség és alakvaltozas kozt fennalld anyagegyenletbdl leve-

zethetd o --0g =00 --¢ Osszefliggést.

A (3.1) virtualis munka elve, helyettesitve a (3.2) és (3.3) Osszefliggéseket:

<e—,
19

-0g dV=I5g-ng+I§g-_pdA.
\

Ap

3.3. Potencialis+ energia minimum elve

(3.4)

Egy test teljes potencidlis energidja az alakvaltozasi energianak és a kiilsé er6k munkajanak

kiilonbsége:

m=u-w,,
ot [o-

2 \Y
Ahol az alakvaltozasi energia:
V2o

a kiils6 er6k munk3ja:

19
II(‘O
<-—.
IC
IQ
'-—:

N | =
IIQ
||0>

W, =[u-qdV + [u-pdA.
\

Ap

(3.5)

(3.6)

Allitsuk el6 egy kinematikailag lehetséges elmozduldsmezé esetén a potenciélis energiat:

* *

=U-W,

(3.7)

Rugalmas test esetében a kiilsé erdk (feliileti és a térfogati terhelések) munkaja kinemati-

kailag lehetséges elmozdulasmezd esetében:

v('}k:ji-gdv Igp :Iu+5u qu+ju+5u pdA=
\% A \Y

p Ap

I qu+j§u qu+Iu pdA+I§u pdA=

\

—[Ig-ng+ g-pdA}+(I5g-ng+I&g-_pdAJ—Wk+5Wk
\ \%

Ap
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Kinematikailag lehetséges alakvaltozasi mezo:

&y =

:%(Q0V+Voﬂjz%[(g+5g)oV+Vo(g+§g)]:

=%(gov+vog)+%(5gov+voég)=g+5g (3.9)

A rugalmas testben felhalmozodd belsé energia a kinematikailag lehetséges elmozdulas-
mezd esetében, alkalmazva g --0g =do --¢ Osszefliggést:

U_EJQ--Q dV_EJ(gmg)u(yag)dv_

=1J.g~-§dV+EJ-g--5§ dV+£J.5g-~§ dV+1J.5g--5§ dv =
20= % 20= 7% 207= = 207= 7%

=1jg.-§dV+jg--5§ dV+1j5g--5§ dV =U + U +5U (3.10)
2= % = 7= 207= 7=
\ \ \Y

Egy kinematikailag lehetséges elmozdulasmezé esetén a potencialis energia, (3.7), (3.8),
(3.10)-bol:

M=U-W, =U +8U + 85U —W, — oW, =
=(U -W,)+(U —W, )+ 62U =TT+ 1+ 571, (3.11)

ahol a valdsagos elmozdulashoz (megoldashoz) tartozo potencialis energia:

M=U -W,

.....

S1=38U — W, , (3.12)

.....

S =6 . (3.13)

.....

S1=0, (3.14)
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a masodik varidcio energia jellegli mennyiség, ezért barmely ou esetén igaz:
ST1>0. (3.15)

Ekkor egy kinematikailag lehetséges és a valos elmozdulasmezd kiilonbsége:

*

M-1>0 (=&71). (3.16)
A (3.16) Osszefiiggés a teljes potencialis energia minimum elve: az dsszes kinematikailag

lehetséges elmozdulasmezd koziil a potencidlis energia a valosdgos elmozduldsmezd esetén
minimalis.

3.4. Lagrange-féle variacios elv

A potencialis energia minimum elv variacidés megfogalmazasa a Lagrange-féle variacios elv.
A teljes potencidlis energia variacids megkdzelitésben egy elmozdulasmez6tdl fiiggd funkcio-
nal:

Mu]=Ulu]-W,[u].

ahol a kinematikai peremfeltétel variacios alakban:

5g|Au=0.

A szélsOérték sziikséges feltétele: I T =0,

S1=38U — W, =0. (3.17)

Rugalmas test esetén ez megegyezik virtualis munka elvével (3.1).
Az elsé variacio zérus értéke esetén a funkcional lehet stacionarius, minimum vagy maxi-

mum. Esetiinkben a masodik variaci6 pozitiv vagy zérus értéket vehet fel 6°T1>0, igy staci-
onarius vagy stabil minimum helyrdl van szo.
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ST =0 8I1=0
ST =0
ST1=0 SHI>0
nincs szélsérték stacioner eset valodi szélsdérték
nincs egyensuly nem stabil az egyenstly stabil egyensulyi allapot

3.3. abra: Potencialis energia kinetikai szemléltetése

a3.3. abran.

3.5. Mozgasmodszeren alapuld végeselem-modszer

A mozgasmoddszeren alapuld végeselem-modszer jelenleg a legelterjedtebb, a végeselem-
programok dontd tobbsége ezen az elven alapszik. A mddszer 1ényege, hogy elemekre bont-
juk a testet. Elemenként kinematikailag lehetséges elmozdulasmezot feltételeziink altalunk
felvett fliggvényekkel. Majd a geometriai és anyagegyenletek, valamint a peremfeltételek
felhasznalasaval lineéris algebrai egyenletrendszert irunk fel. Ennek megoldasa egy kozelitd
elmozduldsmezd. Az ebbdl szdmitott fesziiltségmezdre az egyensulyi egyenletek kozelitdleg
fognak teljesiilni. A modszerben a tenzorok helyett az egyszertibb formalizmus érdekében
vektorokat (oszlopmatrixokat) alkalmazunk.

3.5.1. Vektormezok bevezetése

Fesziiltségkomponensek vektora (oszlopmatrixa): a fesziiltségtenzor elemeit tartalmazo vek-

O-X O-X (X’ y7 Z)
o, |o,(xy.2) o (xy)
tor, térben: o = o(r)= - o.(x.y.2) , sikban: o =o(r)=|o,(x,Y)
T 7, (% y,2) Y
Y Vo Z-xy(x’y)
Ty Ty (X, Y, Z)
_TXZ | _TXZ (X7 y’ Z)_
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Alakvaltozasi jellemzok vektora (oszlopmatrixa): az alakvaltozési tenzor elemeit tartalma-

& | [aloy2)]
g | |&xy.2) £ (xy)
, , & |_|aya)] "
26 vektor, térben: £ =¢(r)= = , sikban: £ =¢(r)= gy(x, y) |
7xy ]/Xy(X,y,Z) y (X )
7yz yyz(x1yiz) A
}/xz_ _7xz (X’ y’ Z)_

A mozgasmodszer esetében sziikséglink van a geometriai €s anyagegyenletekre. Ezeket at
kell irni vektoros formara. Helyettesitsiik be a geometriai egyenlet & = > (g oV+Vo g) derék-

szogl descartes-i koordinatarendszerben felirt skalar egyenleteit

o woaw . ow au
7xy_7/yx__+_’ 7yz_7zy_5+a’ 7xz_7zx_&+5

az alakvaltozasi vektorba, majd alakitsuk szorzatta:

N A
OX OX
&, | ol 0 9 0
oy oy
’ ow 0 o 2|fu
_| ¢ | 0z _ oz | _
o T i R A
y ox oy| |oy ox w
v oV Ow 0 0
}/XZ _+_ O . A,
= oz oy oz oy
ow adu 0 0
i R _ O _
LOX o0z] Loz OX |

fgy az alakvaltozasi vektort eléallitottuk az U elmozdulasvektor és egy (differencialasi
utasitasokat tartalmazo) 0 differencialoperator matrix szorzataként.

Az anyagegyenletet o = ZG(£+ &‘léj felhasznalva helyettesitsiik be a fesziiltség-

1-2v
vektorba a megfeleld elemeket:

GXZZG[ngf - (8x+5y+€z)}:26(1+ Y )5x+ 2Gv g, + 2Gv £,
1-2v 1-2v 1-2v 1-2v
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o,=2G| ¢, + (gx+gy+gz) = 2Gv g, +2G| 1+ Y gy+ZGV &,
—-2v 1-2v 1-2v 1-2v
o,=2G| ¢, + (gx+gy+gz) = 2Gv 3X+ZGV &, +2G| 1+ £,
—-2v 1-2v 1-2v 1-2v
2-xyzc-:'j/xy7Tyz:(Byyz'TXZ:(SJ/XZ’
majd alakitsuk szorzatta:
g1V e 4+ 28V, L 26V,
o, 1-2v 1-2v 7 1-2v
o, 26y g, +2G| 1+ Y &+ 2Gv g,
- 1-2v 1-2v 1-2v
g= r =| 26 &+ 2Gv gy+26(1+ Y jgz -
Xy 1-2v —2v —-2v
TyZ nyy
| Tx Gy,
i Gy |
2G| 1+~ 2Gv 2Gv 0 0 0
1-2v 1-2v 1-2v g,
2Gv 2G| 1+ —~ 2Gv 0 0 0]]¢
1-2v 1-2v 1-2v .
= 2Gv 2Gv 214 Y 0 0 ol , =Ces.
1-2v 1-2v 1-2v Xy
0 0 0 G 0 0|7y
0 0 0 0 G 0] |7«
i 0 0 0 0 0 Gj]

fgy eléallitottuk a fesziiltségvektort az ¢ alakvaltozasi vektor és egy C anyagallandok

matrixa szorzataként.

Bevezetve a vektormezdket, egyszerii szorzatként eldallitottuk a geometriai egyenletet:

¢és az anyagegyenletet:

o

:gé'
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3. A rugalmassagtan energiaelvei, variacios elvei, végeselem-mddszer 51

Az anyagegyenletbe helyettesitve: o =Cau, igy az elmozdulasmezd az ismeretlen, az
alakvaltozasok ¢és fesziiltségek beldle kozvetleniil szamithatdak.

3.5.2.  Rugalmassagtani probléma és megoldasi modszere

A végeselem-moddszert rugalmassagtani probléma megolddsara mutatjuk be, az altalanos ru-
galmassagtani probléma a kovetkezo:

3.4. abra: Rugalmassagtani probléma

Adott (3.4) abra szerint:

— atest geometriaja,

— atest anyagjellemzdi,
— terhelések,

— kényszerek.

Meghatarozando: u(r), &(r), o(r).
A megoldas menete:

— A testet véges szdmu résztartomanyra, Un. véges elemre bontjuk, és az elemeken kitiin-
tetett pontokat, in. csomopontokat vesziink fel. Az elemek a test teljes térfogatat lefe-
dik, geometriailag megjelenitve halot alkotnak. Az egyes elemek kozds csomdpont-
okon keresztiil illeszkednek egymashoz.

— Az elmozduldsmezdt elemenként kozelitjiik, altalaban polinommal, amelyeket a cso-
mopontokra illesztiink. A szomszédos elemek elmozdulasmez6i a csomopontokon ke-
resztiil illeszkednek és lesznek az egész testre folytonos fiiggvények.

— A kozelité elmozdulasmezObdl a geometriai és anyagegyenletek segitségével eldallit-
hat6 a kozelitd alakvaltozasi és fesziiltségmezd, amelyekbdl a Lagrange-féle variacids
elv felhasznalasaval egy linearis algebrai egyenletrendszert kapunk a csomopontokra,
un. merevségi egyenlet. Az algebrai egyenletrendszer akkor lesz megoldhat6, ha az
0sszes feliileti csomopont esetében megadunk egy terhelési vagy elmozdulasi paramé-
tert, a kinematikai és dinamikai peremfeltételekbdl. igy a csomoépontok elmozdulasai
az ismeretlenek.
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52 Végeselem-mdodszer

— Az egyenletrendszert megoldva megkapjuk a kozelitdé csomdponti elmozdulésokat,
amibdl eldallithato a kozelitd elmozduldsmezd, alakvaltozasi és fesziiltségmezo.

3.5.3. Vegeselem, kozelité elmozdulasmezo

A testet felosztjuk tetszéleges alakll €s méretli résztartomdnyra, véges elemre. Természetesen
figyelembe véve azt, hogy az adott elemre kozelit6 fliiggvényt kell felirnunk.

e: elem sorszama

i,]j, k, ..., n: csomopontok sorszama

3.5. abra: Felosztas, véeges elem

Az e elem elmozdulasmezdjét folytonosan differencidlhatd fiiggvénnyel kozelitjiik. A fiigg-
vény tipusat elére meghatarozzuk és a definialasahoz sziikséges szamu pontot (lineéris fiigg-
vénynél két pont, masodfokunal harom pont élenként, stb.), csomdpontot vesziink fel az elem
hataran. Majd az elmozdulasmez6t a csomopontok elmozdulasaival felirjuk. Az e elem i-
edik csomodpontjanak elmozdulasa:

az e elem elmozdulasvektora i, J,K,...,n csomopontok elmozdulasaibol:

ei

=€

=
I
I

en
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3. A rugalmassagtan energiaelvei, variacios elvei, végeselem-modszer 53

3n szamu ismeretlent tartalmaz. Az e elem u,(r) elmozdulasvektorat (elmozduldsmezé) a
u, csomoponti elmozdulasvektorbol interpolacidval allitjuk elo:

u,(r)=N,(r)-u,, (3.20)

ahol ue([) approximacios matrix (interpolacids fliggvények matrixa). (3x3)-as blokkokbol

all, minden blokk egy-egy csomdpont interpolacids fiiggvényeit tartalmazza.
Az e elem i csomépontjanak elmozdulasabol az elem elmozdulasa:

ahol N _ ([) elemei interpolacios fliggvények. Az indexek értelmezése: N, ([) fiiggvény az i

csomépont z iranyu elmozdulasanak hatdsara az e elem barmely r pontjahoz annak X ira-
nyu elmozduldsat rendeli hozzd, mikozben az e elem csomoponti elmozdulas vektoranak
tobbi eleme zérus. A fiiggvényeket ugy kell megadni, hogy teljesiiljon:

— afliggvények derivalhatoak legyenek,
- N ([i ) =E, afiiggvény i csomopontban adja vissza a csomoponti elmozdulas értékét,

—ei

- N ([ i )= ..=N_ ([n ) =0, a fliggvény a tobbi csomdpontban tlinjon el.

Az ﬁe(f) matrix N szamu, az elem Gsszes csomopontjahoz tartozo N . (r), N_(r), ...,
N_ (r) blokkbol 4ll, mérete (3x3n):

N(0)=[N, () Ny@) . N ()]

Az elem elmozdulasmezdjének kozelitése felhasznalasaval (3.20)-at (3.18)-ba helyettesit-
ve eldallithatd az alakvaltozasi mezd kozelitése is:

£,(r)=2au,(r)=2N,(r)-u.,

bevezetve a differencialoperatorok €s az approximacios matrix szorzatara Ee(E) alakvaltozas-

csomoponti elmozdulas matrixot:

£.(r)=B,(r) u.. (3.21)
Az elem fesziiltségmezdje:

c.(r)=Ce.(r)=CB,(r)-u.. (3.22)
Az elem (3.6) szerinti potencialis energiaja:
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54 Végeselem-mdodszer

Atirva az Gsszefiiggést a skalar és kettds skalar szorzatokat matrixszorzatta alakitva (a bel-
sO energia tényezdi felcserélve), tenzorok helyett a bevezetett vektorokat hasznalva:

=2 [0 00 - a0 a0V - Jlue] pan.

Helyettesitve (3.20), (3.21), (3.22)-t és a konstansokat az integralbol kiemelve:

(u,) [[B.()] CB.(r)dVu, - (u jL (N gav —(u jL (r)] pdA.

Ve

Bevezetjiik az elem merevségi matrixat:

K, = [[B.(r)[ CB.(r)av, (3.23)

V,

e

¢s a térfogati és feliileti terhelésbdl szarmazo csomoponti terhelésvektorokat:

Foo= [N, (0 g v, (3.24)

Foe= [N, (0] pda, (3.25)
Aep

Ee = qu +Epe'

fgy az elem potencialis energidja:

Az energiaelveket csak az egész testre alkalmazhatjuk, mert elemenként nem érvényesek.
A test potencidlis energidjat a test Q szamu eleme potencialis energidinak dsszege adja meg.

M=>n,=2UJKU-UJE.

A Lagrange-féle variacios elv szerint a potencialis energia elmozdulas szerinti els¢ varia-
cidja zérus:

www.tankonyvtar.hu © Oldal Istvan, SZIE




3. A rugalmassagtan energiaelvei, variacios elvei, végeselem-modszer 55

6H=0=5(%(L_J)Tﬁt_l—(u)TEj=5u—E.

Atrendezve a merevségi egyenlethez jutunk:

KU =F, (3.26)
ahol: K :a test merevségi matrixa,

U : a test csomoOponti elmozdulasvektora,

F : a test csomoponti terhelésvektora.

A (3.26) kifejezés egy linearis egyenletrendszer, amelyet megoldva megkapjuk a rugal-
massagtani feladat megoldasat. (Az egyenletben szerepld tagokat egyszerli statikai probléma
esetére irtuk fel, hofesziiltség, rugalmas tdmasz esetén a merevségi matrix €s a terhelésvektor
bovill, illetve dinamikai probléma esetében a merevségi egyenletnek lesznek plusz tagjai.)

3.6. Merevségi egyenlet meghatarozasa és megoldasa sikbeli, hizott radelemre
3.6.1.  Merevségi egyenlet 2D huzott rudelemre

A huzott-nyomott rudakbol allo szerkezetek (racsos tartok) jellemzdje, hogy az egyes rudakat
csak tengelyiranyu terhelés éri. A rad tengelyéhez lokalis koordinatarendszert vesziink fel. A
3.6. abran lathatd L hosszusagi e rudelem terhelései a csomdpontokban 1évé F, :(E,O),

E,= (Fj ,O) terhelés.

Y A

U, L Pl_m_j X

3.6. abra: Két csomopontu, sikbeli rudelem

A

Az i csomopontban u; :(ui,O), a ] csomoépontban u i :(u j,0) az elmozdulas. A ridelem
U (%, Y) = (U,(x),0) (3.27)

elmozduldsmez6jét linearis fiiggvénnyel kozelitjiik:
Ue (X) =8y + A X, (3.28)

az elmozduldsmezd az elem csomodpontjaiban az ottani elmozdulasokat adja vissza:
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56 Végeselem-mdodszer

Ue(X=0)=Ui :aeo+ae10’
u(x=L)=u,=a,+a,L.

Ebbdl az egyiitthatokat kifejezve és helyettesitve (3.28)-ba:

Ezt a (3.27) 6sszefiiggésbe helyettesitve:
1-x X
u.(x,y)=| —u,+—u,,0 |,
_e( y) ( L i L j )

szorzatta alakitva, matrix alakban:

1-x
L =N (x,y),,
0

or | x

0
0

o

]

o
< S < ¢c

j

ahol ue(x, y) az e rudelem approximdcios matrixa, U, a csomoponti elmozdulasok vektora.
Az approximacios matrix két blokkbol all, az i és a ] csomoponti vektorokhoz tartozo inter-
polécios fiiggvényekkel:

1-x X

- 20
ﬁei (X’ y): L 0 ! ﬁe} (X’ y): L :
0 O 0 0

N, (X, y)= 1_TX, Nejxx(x, y):E interpolacios fliggvények a kovetelményeknek megfe-

lelnek (folytonos, sajat csomdpontban egységnyi, a tobbi csomdpontban eltlinik), a 3.7. abran
lathatoak.

Neixx(xiy) Nejxx(xly)

| i j
| VXI

¥

3.7. abra: Interpolacios fiiggvények
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Rudelem esetében csak tengelyiranyl nytlasok vannak, igy a geometriai egyenlet:

ui
1 1 _
QE(X,V)Z gx :d!e(X,Y):dﬁe(XaY)ge: —E 0 E O VI :EG(X,y)ge-
0 dx dx 0 0 0 0lYi
V

i
A B, (X, y) elmozdulas-alakvaltozas matrixnak alland6 elemei vannak, tehat a rud fajlagos

nyulasa alland6. Egytengelyti fesziiltségallapotban az egyszerti Hooke-torvény alkalmazhat6 a
fesziiltség szamitasara:

o (%, y)=Cé.(%y)=CB, (X y)u,.

Ekkor az anyagjellemz6k matrixa:

)

Az elem merevségi matrixa:

L

-0 G 0 -5 0
: E o]_1 o1 :
-1 ¢ 0{0 E} L0 Qae & 00 Olafu
of — O 0O 0 0 O -— 0 — 0] o
L L L
| 0 0 | 0 0 0 O]
1 0 -10
0 0 0 O
K, (xy)=2= =K, . (3.29)
= L{-10 1 0 =¢
0 0 0 O
Ekkor az elem merevségi egyenlete:
K.u, =F., (3.30)

ahol u, :[ui v, u Vj]T az elem csomoponti elmozduladsvektora,

i M
E.= [in Fi F; ij]T az elem csomoponti terhelésvektora.
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Végeselem-mddszer
A racsos tartok radjaihoz kotott lokalis koordinatarendszerek altalanos esetben kiilonboz-
testre.

nek, igy a merevségi egyenletet at kell transzformalni egy kozos, igynevezett globalis (abszo-
lut) koordinatarendszerbe azért, hogy a merevségi matrixok dsszegezhetdk legyenek a teljes

<V

3.8. abra: Vektor elforgatott koordinatarendszerben
kovetkezoképpen szamitjuk:

Egy a 3.8. abran lathatd vektor koordinatait « szdggel elforgatott koordinatarendszerben a

u'=u-cos(e)+Vv-sin(a), v'=u-sin(a) —v-cos(x) .

Matrix alakban:
e {u} _{ cos(er) sin(a) Ju
—_ - V' -

o @il p,
—sin(er) cos(ex) | V| ~—

(3.31)
ahol T : transzformaciés matrix. A matrix a két vektorbol all6 u, és F, vektorokra két
blokkban irhat6 fel, ahol egy blokk egy vektorra vonatkozik:

cos(ar) sin(a) 0 0

_ —sin(a) cos(«) 0 0

= 0 0 cos(xr) sin(a)
0 0

(3.32)
—sin(a) cos(«)

Allitsuk el az elem merevségi matrixat egy a szoggel elforgatott koordinatarendszerben!
Ehhez a (3.30) egyenlet elforgatott alakjat kell eldallitanunk:

www.tankonyvtar.hu
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3. A rugalmassagtan energiaelvei, variacios elvei, végeselem-modszer 59

KU, =F. (3.33)

=T "U',, ehhez hasonloan: F, I_lF' Ezt helyettesitve (3.30)-ba:
=T lF . Szorozzuk balrol T -vel:

TK T 0, =TTF,
1T L= E=TK T g =F',, melyet (3.33)-mal &sszevetve a kovetkezd adodik:
K =TKT" (3.34)

T ferdeszimmetrikus, ezért T~ =T, akkor:

K=

-
=

I (3.35)

Szamitsuk ki a (3.35) kifejezéssel értelmezett, globalis koordinatarendszerbeli merevségi
matrixot sikbeli rudelemre a (3.29) Gsszefliggéssel megadott, lokalis koordinatarendszerbeli
merevségi matrix felhasznalasaval:

cos(er) —sin(a) —cos(a) sin(x)

K T _AE 0 0 0 0
=e= " L |-cos(e) sin(a) cos(a) —sin(a)|’
0 0 0 0
cos’ () —cos(a)sin(e)  —cos?(a) cos(a)sin(ex)
K=TKT' _ AE| -cos(a)sin(a) sinz((_x) cos(a)sin(cx) —sinz((_x) (3.36)
=e === " || _cos () cos(a)sin(a) cos’ () —cos(a)sin(a)
cos(a)sin() —sin*(a) —cos(a)sin(a) sin’(a)

Egy szerkezet esetében az Osszes rud merevségi matrixat azonos koordinatarendszerbe
transzformaljuk, és Osszegezziik. Ezutan felirhato a szerkezetre a merevségi egyenlet, amely
megoldasa az §sszes csomdponti erd €és elmozdulés.
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60 Végeselem-mdodszer

3.6.2. Példa

3.9. abra: Racsos szerkezet

A 3.9. abran lathato harom radbol allo racsos szerkezet ismert adatai:

F,, =—1200N

F,, =1000N

L =12m

a =50°

A=A, = A = A=100mm’
E =210GPa

Szamitsuk ki az erdket és az elmozdulasokat!
Rudhosszak:

L, = Litg(er) =1430,1mm
L, = L =1866,87mm
cos(x)

Az 1 rid merevségi matrixa a lokalis (amely azonos az abszoluttal) koordinatarendszeré-
ben (3.29) szerint:

1 0 -1 0] [17500 0 -17500 O
_AE|0 0 0O O | 0O 0 0 OfN
=t |-10 1 0| |-17500 0 17500 O|mm’
0 0 0 0 0O 0 0 0
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A csomopontok szerinti 2X2-es blokkok (felsé index az elem szédma, alsé index a két
csomopont szama, amelyek kozt a blokk a kapcsolatot leirja):

1 1
K — ﬁll ﬁlz
=21 =22

A 2 riud merevségi matrixa a lokalis koordinatarendszerében:

1 0 -1 0] [1468424 0 -1468424 O
. AE|O0 0 0 0 0 0 0 0| N
=27 |-1 0 1 0| |-1468424 0 1468424 O|mm’

00 0 0 0 0 0 0

A 2 rud az abszolut koordinatarendszerre merdleges, igy at kell szamitani abszolut koor-
dinatarendszerbe (3.36) szerint:

cos’(a,) —cos(a,)sin(a,) —cos®(a,) cos(a,)sin(a,)
_TkiTT - AE —cos(a,)sin(a,) sin®(a,) cos(a,)sin(a,) —sin®(a,)
= === —cos®(a,) cos(a,)sin(a,) cos’(a,) —cos(a,)sin(a,)
cos(a,)sin(a,) —sin®(a,) —cos(a,)sin(a,) sin’(a,)
ahol o, =-90°.
0O 0 0 O 0 0 0 0
AE|0O 1 0 -1 0 14684,24 0 -14684,24| N
=2~ lo 0 0 of |o 0 0 0 |mm’
0O -1 0 1 0 -14684,24 0 14684,24

A csomoépontok szerinti 2x2 -es blokkok:

A 3 rud merevségi matrixa a lokalis koordinatarendszerében:

1 0 -1 0] [1124878 0 -1124878 O
. AE|0 O 0 0 0 0 0| N
=", -1 0 1 0| |-1124878 0 1124878 O|mm’
0 0 0 0 0 0 0
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A 3 rud az abszolut koordindtarendszerrel o szdget zar be, igy at kell szamitani abszolut

koordinatarendszerbe:

cos’ () —cos(a)sin(er)  —cos?(a) cos(a)sin(«)
K _TKiTT - AE —cos(a)sin(a) sin®(a) cos(a)sin(«) —sin’(a)
= === L| -cos’(a) cos(a)sin(a) cos?(a) —cos(a)sin(a) |
cos(a)sin(a) —sin’(a) —cos(a)sin(a) sin’ ()
ahol a =-50°.
4647,73  5538,94 —4647,73 —5538,94
K - 5538,94 6601,06 —5538,94 -660106| N
=3 | —4647,73 —553894 4647,73 553894 |mm’

—5538,94 -6601,06 553894  6601,06

A csomoépontok szerinti 2x2 -es blokkok:

3 3
|:£ll £13:|
K: |

3
ﬁSl =33

=3

A merevségi matrixokat 6sszeadjuk, ugy, hogy az azonos csomopontok kozti kapcsolatot

leir6 blokkokat dsszeadjuk, igy a szerkezet merevségi matrixa:

KL+KD K, K?,
K=| K, K,+K,, K}, |=
K3 K.,  KiL+K,

(17500 + 4647,73 553894 —-17500 0 —4647,73 —5538,94
5538,94 6601,06 0 0 —5538,94 —6601,06

—-17500 0 17500 0 0 0 N

N 0 0 0 14684,24 0 —-14684,24 ﬁ '
—4647,73 —5538,94 0 0 4647,73 5538,94
| —5538,94 —6601,06 0 —14684,24 553894 14684,24 +6601,06 |

A szerkezet merevségi egyenlete:
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[22147,73
5538,94
17500

0
— 4647,73
| —5538,94

5538,94
6601,06
0
0
—5538,94
—6601,06

—17500
0
17500
0
0
0

0

0

0
14684,24

0

—4647,73
—5538,94
0
0
4647,73

—14684,24 5538,94

helyettesitve az ismert erd és elmozdulas peremfeltételeket:

[22147,73
5538,94
~17500

0
—4647,73
| —5538,94

5538,94
6601,06
0
0
—5538,94
—-6601,06

—17500
0
17500
0
0
0

0

0

0
14684,24

0

—4647,73
—5538,94
0
0
4647,73

—14684,24  5538,94

—5538,94 |

—6601,06
0
—14684,24
5538,94

252853 |

~5538,94 |

—6601,06
0
—14684,24
5538,94

252853 |

o o o &

< C
W W

mon . m.m

N
<

T
w

x

TI
w
<

<

<

x

~1200
| 1000 |

A szorzat egy hat ismeretlenes linedris egyenletrendszer, megoldésa:

u, =-0,068571Imm

u, =-0,523986mm

v, =0,16549mm

F, =1430,IN

F,, =1200N

F,, =—2430,1N
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4. SIKBELI HUZOTT RUDAK VIZSGALATA VEGESELEM
MODSZEREN ALAPULO PROGRAMRENDSZER SEGITSEGEVEL

4.1. Sikbeli rudszerkezetek

A mechanika tobb fejezetében taldlkozhattunk olyan szerkezetekkel, amelyeknek elemei u.n.
statikai rudak. Ezek {6 jellemzdje, hogy csak a végeiken €s ott is csak axialis erOkkel vannak
terhelve, kovetkezésképpen huzottak vagy nyomottak. Az ilyen rudakbol épitett tipikus szer-
kezetek a racsos tartoszerkezetek, amelyek koziil tovabbiakban a sikbeliekkel foglalkozunk.
Ezeket a szerkezeteket tigy definialtuk, hogy:

— arudak tengelye egy k6zos sikban fekszik,

— arudak idedlis sikcsuklokkal kapcsolodnak egymashoz,

— az egy csukldoba befut6 rudak geometriai tengelyei egy pontban metszik egymast,

— idealis csuklos kényszerekkel kapcsolodnak a merev talajhoz,

— valamint kikotottiik, hogy kiilsd erOhatasok csak a csuklopontokban hathatnak és az
erék hatdsvonala a tart6 sikjaban van.

Az egy adott kiilsé erérendszerrel terhelt sikbeli racsos tartok vizsgalata soran altaldban a
kovetkez6 kérdésekre keressiik a valaszt:

— akényszerekben keletkezo reakcioerdk nagysaga €s iranya,

— az egyes rudakban keletkez6 er6k nagysaga €s iranyitasa,

— az erdk hatdsara a rudakban keletkezd huzd, illetve nyomo fesziiltség nagysaga,

— a szerkezet egyes pontjaiban keletkezd elmozdulasok, illetve az egyes rudak defor-

macidja.

Tovabbi, altaldban hajlitott rudakat is tartalmazo tartoszerkezetek (kéttamaszi- és konzo-
los tartok, keretszerkezetek, gorbe rudak stb.) esetében vizsgalatok targyat képezheti a szerke-
zet stabilitasanak és dinamikai viselkedésének (a nyomott rudak kritikus erdinek, illetve a
sajatfrekvencianak) a meghatarozasa is. Ezzel a tananyag 5-8. fejezeteiben, illetve a nyomott
rudak stabilitasvesztésével a 9-10. fejezetekben foglalkozunk.

A statikdban a reakcider0k meghatarozasakor fontos kérdés volt, hogy a szerkezet kiilso-
leg statikailag hatarozott vagy hatarozatlan (emlékeztetdiil, a sikbeli hatarozottsag feltétele az
volt, hogy a kiils6 kényszerek pontosan 3 elemi mozgaslehetdséget: 2 sikbeli elmozdulast
(transzlaciot) és egy, a sikra merdleges tengely koriili elfordulast (rotaciot) zarjanak ki, azaz
az ezeket megvalositod reakciokomponensek felvételére legyenek alkalmasak), mivel ez befo-
lyasolta a meghatarozasukhoz alkalmazhaté modszereket.

A ruder6k meghatarozasa szempontjabol pedig a racsos tartok belso statikai hatarozottsa-
ganak volt szerepe (emlékeztetdiil, a sikbeli hatarozottsag feltétele, hogy a szerkezetben talal-
hato rudak szama egyenl6 legyen a csuklok szamanak kétszerese minusz harommal r=2c-3)
szintén az alkalmazhaté modszerek megvalasztasa miatt.

A deformaciok €s elmozduldsok szamitadsara nagyon egyszert, kiilséleg €s belsdleg hata-
rozott szerkezetek esetén geometriai megkdzelitést, mig bonyolultabb struktarak, illetve stati-
kailag hatarozatlan szerkezetek esetében energia elveket (Betti és Castigliano tételek) alkal-
maztunk.
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Mint latni fogjuk, a végeselem-modszeren alapulé megoldds sordn mindkét esetben 1é-
nyegtelen, hogy a racsszerkezet kiilsdleg vagy belsdleg hatarozatlan, ez az eljarast nem befo-
lyasolja.

4.2. A rudszerkezetek modellezéséhez alkalmazott végeselemek

Rudszerkezetek modellezésére a végeselem programrendszerekben altalaban kétféle elemti-
pus all rendelkezésiinkre. Az eldzdekben targyalt racsszerkezetek modellezéséhez TRUSS,
mig a hajlitott, nyirt, csavart rudak modellezés¢éhez BEAM elemek hasznalhatok. Az véges-
elem mindkét esetben kétdimenzios kiterjedésti azaz egyetlen vonallal jellemezhetd.

4.2.1. TRUSS elemek tulajdonsagai

A TRUSS elemeket tovabb csoportosithatjuk attol fliggden, hogy sikbeli vagy térbeli racs-
szerkezetek modellezésére hasznaljuk azokat. Ennek alapjan megkiilonboztethetiink
TRUSS2D (4.1. abra) és TRUSS3D (4.2. abra) elemeket.

A TRUSS2D elemek kétcsomoOpontos egytengelyti elemek (two-force element), mindkét
csomopontjukban két-két elmozdulasi szabadsagfokkal. Az elemhez kotott koordinata-
rendszer x tengelye az els6tdl a masodik csomopont irdnyaba mutat, az y tengely pedig a glo-
balis koordinata-rendszer X-Y sikjaval parhuzamos sikban az x tengelyre merélegesen.

Y i

4.1. abra. TRUSS2D elemek

A linedris statikai vizsgdlatokhoz sziikség van az egydimenzios elem és a valosdgos, harom
dimenzids kiterjedésii rud kozott kapesolatot teremtd allandok megadaséara, ami a TRUSS2D
elemek esetében a keresztmetszeti teriilet. Erre nem csak az elemek rugalmas tulajdonsagai-
nak szamitasahoz, hanem az 6nstuly meghatarozasahoz is sziikség van.(A klasszikus mechani-
kaban is sziikségilink van erre az adatra, hiszen a rader6k meghatarozasa utan a c fesziiltségek
enélkiil meghatarozhatatlanok lennének.)
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Sziikségiink lesz tovabba a rid anyaganak jellemzdire is. Ebben az esetben, mivel a
TRUSS2D elem minden pontjaban csak egytengelyli fesziiltségallapot keletkezik, elegendd
megadni az anyag rugalmassagi modulusat, illetve ha a szamitasok soran a szerkezet sajat
sulyat is figyelembe kell venni mint terhelést, akkor az anyag siiriiségét is.

A TRUSS2D elemek a linedris statikai vizsgalatokon kiviil alkalmasak az egyes rudak
kihajlasanak vizsgalatara, valamint végezhetok velilk hétani szamitasok is ehhez azonban
tovabbi allandok, illetve anyagjellemz6k megadasa sziikséges, mely feladatokkal e fejezetben
nem foglalkozunk.

A TRUSS3D elemek szintén kétcsomdpontos egytengelyli elemek, de mindkét csomo-
pontjukban harom-harom elmozdulési szabadsagfok felvetése sziikséges. Az elemhez kotott
koordinata-rendszer x és y tengelyének allasa megegyezik a TRUSS2D elemnél ismertetettel,
z tengelye pedig merdleges az x-y sikra.

Y |

4.2. abra. TRUSS3D elemek

A szamitasokhoz sziikséges allandok és anyagjellemz6k megegyeznek a TRUSS2D elemek-
nél megadottakkal.

A TRUSS3D elemek a is alkalmasak stabilitasvesztési, illetve hétechnikai elemzések el-
végzésere.

4.2.2. A BEAM elemek tulajdonsagai

A BEAM2D elemek is kétcsomopontos egytengelyl elemek, de a TRUSS elemektdl eltéréen
mindkét csomopontban harom —két elmozdulasi és egy elfordulasi— szabadsagfokkal rendel-
keznek, igy alkalmasak sikbeli hajlitott rudak modellezésére is.

A BEAM3D elemek is kétcsomdpontos egytengelyli elemek, de a TRUSS elemektdl elté-
réen mindkét csomopontban hat —harom elmozdulasi és harom elfordulasi— szabadsagfokkal
rendelkeznek. Ezekkel az elemekkel térbeli rudszerkezetek huzott-nyomott, hajlitott és csavart
rudjai modellezhetok.

A BEAM elemek részletesebb ismertetése a 4.6 fejezetben talalhato.
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4.3. Feladat megoldas
A végeselem feladatok megoldasa soran a kovetkezd eljarast kovetjiik:

— feladat elemzése,

— geometria létrehozéasa a végeselemhalo generalasahoz,

— a veégeselemek tulajdonsagainak meghatarozasa (elemtipus, fizikai tulajdonsagok,
anyagjellemzdk),

— peremfeltételek, terhelések meghatarozasa,

— aszamitasok lefuttatasa,

— akapott eredmények értékelése.

A 4.3 abran lathato két végén alatdmasztott racsos tartot a jeldlt két csomdpontban egyen-
ként 120 kN nagysagu, a tartd sikjaba esd erd terheli. A rudak Cs6100x10 keresztmetszetli
acélcsovek.

Meghatarozand6 a rudakban keletkezd o fesziiltség nagysaga és irdnya, valamint a tartd
lehajlasa.

3x4=12m

¢ 120 kN

3m

Y 120 kN

4.3. abra. A vizsgalando rdcsos tarto

A végeselem programok altaldban beépitett 3D geometriai modellez6t, grafikus pre- ¢és
postprocesszort tartalmaznak. Igy lehetdség van arra, hogy a geometriai modellt a program
sajat modellez6jében (4.4. abra) készitsiik el.
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4.4. abra. A végeselem program sajat geometriai modellezdje

Ezek a beépitett geometriai modellezOk nem mindig nyujtjak azt a kényelmet, amit a korszerii
rajzszerkesztd €és parametrikus modellez6 rendszerek, illetve mivel nagyon gyakran mar meg-
1évé modellek alapjan kell a modellezést elvégezni, azért hatékony és kényelmes megoldas
lehet az adatcsere mas CAD rendszerekkel valamilyen elérhetd, szabvanyos rajzcsere forma-
tumban példaul: SAT, IGS, DXF stb. (4.5. ébra).

[Tl Fle Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC D\splay Analysis Results Windows Help

Utiliey »
Activate »
Select »
Unselect 3
Parameter b

[EEEET  Read CAD Input
FEM_Input  »|  Read IGES
Devices b Write IGES

Measure 4| ReadDxF

Miscellaneous » Write DXF

Read PROJE Input
Menu Type

Console

Geo Panel
Dialog Option
Plot Option

4.5. abra. Geometriai modell importaldsa

Nem szabad azonban elfelejteni, hogy a geometriai modell jelen esetben csak a végeselem
halo 1étrehozasat segiti, sem a miszaki dbrazolas szabalyaihoz és gyakran a szerkezet valdsa-
gos megjelenéséhez sincsen koze. Ebben a feladatban is igaz ez, hiszen a 100 mm atmérdji
csovek csak mint a 4.3 dbran bemutatott vonalak jelennek meg. Ez pedig azt jelenti, hogy a
mar kész elektronikus formatumi miiszaki dokumentaciok a végeselem modellezés eldtt ala-
pos atalakitasra, sziikség szerint egyszertiisitésre vagy kiegészitésre szorulnak. Lathat6 ez a 4.6
abran, ami az importalt geometriai modellt mutatja. Az eredetileg nyilvanvaldéan egy darabbol
késziilt 6vrudak a modellben csomoépontonként kiilon-kiilon geometriai elemként jelennek
meg, mivel a késébbiekben ez segiti a végeselem halo generalasat.

Nem szabad elfeledkezni arrol sem, hogy a végeselem modell 1étrehozasa soran valami-
lyen mértékegység rendszerhez kell igazodnunk. Ha az SI-t valasztjuk, akkor a geometriai
modellek atvitele soran az egy rajzi egységnek egy méternek kell majd megfelelni. Rajzaink
készitése soran azonban altaldban egy rajzi egység egy milliméter. Még a grafikus szerkeszto-
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ben gondoskodnunk kell arrol, hogy a mértékegységek kozotti megfeleldség 1étrejojjon, ami
célszeriien annyit jelent, hogy a rajzcsere formatum létrehozasa el6tt a geometriai modellt az
ezredére kell kicsinyiteni.

|:|F|Ie Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help 8 X

4.6. abra. Az importalt geometriai modell

Lathat6 az is, hogy az elemek az X-Y sikban fekszenek.
A kovetkezo 1épés az elemtulajdonsagok meghatarozasa (4.7 abra).
A fejezet elején tisztaztuk, hogy linearis viselkedésti, TRUSS2D elemeket hasznalunk.

I Fie Edt Geometry Meshing |[IRael LoadsBC Control Display Analysis Resuls Windows Help
Material Property
Real Constant
Pick Material Lib
User Material Lib
Material Browser
AISC Sect. Table

Element group [1

Element Name |

List Element Groups B e T N ——
List Material Props 2D elastic beam element

e D slstc bean slenert
Delete Element Groups Eonay pement
Delete Material Props Elastic elbow element OP1:Unused option [
Delete Real Constant Electrical link
& e Eibro Thermal 3D fluid pipe OP2:Unused option |0
g 4 GAP: Gap element OP3Unused option [0
New Property Set - General stffness/conduction element

Hydraulic link OP4:Unused option |0

Beam Section 2-nods immersed pipe/cable lement -
List Beam Sections Elastic stuaight pipe element OPS:Material Type | 0: Linear Elastic |
: Rigid bar clement OPE:Displacement Formulation [0 Small -
e Radiation link
: Bsisymmetic shel slement OP7:Material Creep [0 No creep ~
SPRING: Spring element ’—
TRUSS2D: 2D tuss/spar element Attt
TRUSS3D: 3D truss/spar element
P @ 0K Help | Cancel |

4.7. abra. Elemcsoport meghatdrozdsa
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Meg kell hatdrozni a végeselemek anyagtulajdonsagait is. A TRUSS elemek esetében elegen-
d6é megadnia a rugalmassagi modulus értékét (4.8 dbra), ligyelve arra, hogy a kivélasztott és a
geometriai modell 1étrehozasakor mar alkalmazott mértékegység rendszer alapegységeit hasz-
naljuk. Ez esetiinkben értelem szertien az SI rendszer, ahol a méreteket méterben, a rugalmas-
sagi modulust pedig Pa-ban, azaz N/m?-ben hatarozzuk meg.

EFlle Edit Geometry Meshing LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Element Group
Real Constant
Pick Material Lib
User Material Lib

Material Browser Material property set [1

AISC Sect. Table Material Property Name [ _ﬂ

List Element Groups 7 Mass density A

List Materisl Praps X: X Electic conductivity 1
S 2 Electic conductivity

Ut Real Corstary s ¥ Electric conductivity

Delete Element Groups Emissivity

Delete Material Props Enthalpy

{unused)

Delete Real Constant
Change El-Prop
New Property Set X Elasticity modulus in X mat. dir.

Tangent modulus
imat

Beam Section 3 Elasticity modulus in Z mat. dir.
(unused)

Friction angle

Shear relaxation 1

Shea relaation 2 3 MpROP &)
Shear relaxation 3 Popety value [21eTT
Shear relaxation 4 LRSIy Nae] S e

Shear relaxation 5 lT‘ Help | Cancel

Shear relaxation &

List Beam Sections

4.8. abra. Az anyagtulajdonsagok meghatarozasa

Kovetkezo feladat az elemek fizikai tulajdonsagainak meghatarozasa, hiszen egyetlen vonallal
a csovek térbeli kiterjedése nem modellezhet6 (4.9. abra).

Mivel a bonyolultabb végeselem modellek tobbféle elemtipust, illetve egyféle tipuson
beliil tobbféle tulajdonsagu elemet is tartalmazhatnak — a mi modelliinkben is lehetne tobbféle
keresztmetszetii cs6, ami mind TRUSS2D elemtipussal modellezhetd lenne — ezért meg kell
hatarozni, hogy a megadni kivant tulajdonsagok melyik elemcsoportra vonatkoznak.

Az elézbdekben leirtak szerint a TRUSS2D elemekhez csak az elem keresztmetszeti teriile-
tét kell megadni. Ne felejtsiik el most sem, hogy ragaszkodnunk kell egy adott mértékegység
rendszerhez, igy a keresztmetszeti teriiletet is az SI szerinti m*-ben kell megadni.

[Tl File Edit Geometry Meshing |EEEERY LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Element Group
Material Property
Pick Material Lib
User Material Lib
Material Browser

AISC Sect. Table Associated Element group [I]

) Real Constant set |1

List Element Groups

List Material raps __Hep | _Cancel |

List Real Constants
Delete Element Groups
Delete Material Props
Delete Real Constant
Change El-Prop

Mew Property Set RC1 : Cross-sectional area |2828e-6

RC2 : Perimeter HSTAR onl) O
Beam Section
List Beam Sections [T | Help | Cancel

4.9. abra. Fizikai tulajdonsagok meghatarozasa

A halozasi tulajdonsagok megadasa utan kovetkezhet a végeselem hdlo generalasa, amire a
programok tobbféle megoldast is kindlnak (4.10. abra).

Mivel jelen feladatban a TRUSS elemekben a raderdk a rudak hossza mentén nem valtoz-
nak, igy elegend6 minden egyes geometriai objektumon egy-egy elemet elhelyezni.
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GFiIe Edit Geometry SUEESUGE PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Mesh Options

Mesh_Density » Beginning Curve |1
Parametric_Mesh » NS Ending Curve |9
o vesh - S —
Hades: B[ ~=0xtaces: Number of nodes per element [2 -
Elements ¥ Volumes
Number of elements on each curve |1

Delete Elements On Paints e

Delets Flesentsion Curves Keypoint to define principal axis if 3 nd/el

Delete Elements On Surfaces

Delete Elements On Yolumes 0K Help | Cancel |

4.10. abra. Parametrikus halogenerdlds

Mivel a végeselem halé geometriai objektumonként kiilon-kiilon jon létre, sziikség van az
egyes rudvégeken 1évé csomopontok Osszekapcsolasara (4.11. dbra). A modellben a valosag-
ban az torténik, hogy a k6zds pontba befutd rudak végein 1évé csomdpontok koziil a maga-
sabb sorszamuak torlédnek, €és minden ide befutd rad egy k6zos csomdponthoz rendelddik.

[ Fie Edt Geometry RN FropSets LoadsBC Control Display Analysis Resuls Windows Help

Mesh Options

Mesh_Density >

Parametric_Mesh »

Auto_Mesh »

oetre

Elements >
Identify
Compress
Modify

Push to Paint
Push to Curve
Push to Surface
List

Plot

Delete
Re-associate

Show Merged Nd
Update Nd Coord

Generation »
4.11. abra. A rudvégek dsszekapcsoldasa

Ezzel 1étrejott a végeselem halo. Kovetkezd 1épésben a peremfeltételek definidlasa kovetke-
zik, ami jelen esetben a tart6 két végén mint 0 elmozdulasi kényszer megadasat jelenti.

A tarto bal szélén két szabadsag fok -x és y irdnyl elmozdulasi kényszer- megkotését mu-
tatja a 4.12. abra. Hasonl6an jarunk el a tarté masik végén is, azzal a kiilonbséggel, hogy ott
csak y iranyban rogzitjiik a pontot.

[ Fie Edt Geometry Meshing F'mpSetsControl Display Analysis Results Windows Help

)  Define by Nodes
»

Thermal > Force Define by Paints
Fluid_Flow »  Pressure » Define by Curves
E-Magnetic | Master DOF | Define by Surfaces
Load_Options  »  Coupling » Define by Contours
Function_Curve »|  Bonding »  Define by Regions
» i =
Craviy Delete by Nodes Beginning Key point [1
Delete by Points Displacement label | LU: X translation ¥
Delete by Curves vaell
Delete by Surfaces r—
Delete by Contours Ending Kep pont]1
Delete by Regions Increment |1
T Additional Displacement labels if any (L2.....L6.) [ uy
List oK Hep | Cancel |

4.12. abra. Elmozdulasi kényszerek megaddasa

Végiil meg kell adni a terheléseket, ami a 4.3 dbran bemutatott vazlat szerinti két 120 kN-0s
koncentralt er6t jelent (4.13 abra). Ne feledkezziink meg arrdl, hogy az erdk iranyat a globalis
koordinata-rendszerben kell megadni, azaz a lefelé mutatd terhelések negativ eléjellel szere-
pelnek.
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D File Edit Geometry Meshing PropSets Control Display Analysis Results Windows Help
tural [3 Displacement »
Thermal > Define by Nodes
Fluid_Flow > Pressure »
E-Magnetic » Master DOF  » Define by Curves
Load_Options  »|  Coupling > Define by Surfaces
Function_Curve »|  Bonding > Define by Contours
Gravity »  Define by Regions
Delete by Nodes L FPT @
Delete by Points BegnmingKeypoint 2
De:ete :Y CU'FVES Force label [FY: Force in'Y =
Delete by Surfaces
lue |-1
Delete by Contours o BRI
Delete by Regions Ending Key point |6
Increment |4
Plat
List oK Help | Cancel |

4.13. abra. Koncentralt eré definialasa

Ezzel felépiilt a végeselem modell, kdvetkezhet a szamitas (4.14. abra).

DF«I& Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control DisplayResults windows Help
Restart
Renumber
Reaction
Data Check
Run Check
List Analysis Option

FFE Static Options
Asymmetric Load Options
Stress Analysis Options
PCG Option

Heat_Transfer
Fluid_Mechanics
Electro_Magnetic
Hi-Freq_EMagnetic

Output_Options »
Static > Activate Load Case
Frequency/Buckling »  List Load Case
Post_Dynamic > Adaptive Method
Nonlinear »|  P-Order Labels
Optimize/Sensitivity »
Fatiue ,|  Static Analysis Options

>

»

>

>

Activate Stress Calc
Define Submodel

Run Static Analysis

Run Stress Analysis

Substructure
Crack
ASME_Code
1_Integral_Curve

4.14. abra. Linearis statikai vizsgalat futtatasa

A sikeres futtatas utan kovetkezik az eredmények megjelenitése és értékelése.

A rudakban keletkez6 fesziiltségek megjelenitése (4.15. abra) tobbféleképpen is torténhet.

A TRUSS elemek esetében a fesziiltségadatok csak az elemen ¢€s csak annak koordinata-
rendszerében értelmezhetdek.

Lehetdség van arra, hogy az eredményeket deformalt alakon jelenitsiik meg. A deformacio
természetesen nem valos, azt a program egy meghatdrozott nagyitassal abrazolja, hogy a ter-
helés hatasara végbemend folyamatok felismerhetdek legyenek.

D File Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Windows Help
Combine Load Case
List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results
Read Post-Dyn Response

Load case number |1

Component [5%: Nommal Stiess (X di) >l

Stress flag

Layer number |1

Setup »
Identify Result Face flag (Shel) [0: Top = |

List > Animate Coordinate system [0

Extremes »  Deformed Shape

Contour Plot | Vector Plot |

[ Section Plat | Help [ Cancel |

Beam Diagrams

Strain
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Displacement/Response{Reaction Line flag |- Fill =
Thermal Beginning Element |1
Fluid Flow Ending Element [3
Electromagnetic

§ Increment |1
Fatigue

Shape flag =z

Path Graph Deformed scale factor [197.23
User Result

User Animate

4.15. abra. Fesziiltségek megjelenitése

0K I Help | Eancel|
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A kapott eredményeket (4.16. abra) értelmezni és értékelni kell. A negativ fesziiltségadatok a
szilardsagtanban tanultaknak megfelelden nyomo fesziiltséget jeleznek.
Figyeljiik meg, hogy a rudak az igénybevétel soran egyenesek maradtak, azaz hajlito-

nyomaték nem keletkezik benniik.

] File Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Resuks Windows Help

4.16. abra. Fesziiltségadatok deformalt alakon

Célul tiiztiik ki a tartd lehajlasanak vizsgéalatat (4.17. abra).

=/ File Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis m Windows Help
Combine Load Case
List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Avallable Results
Read Post-Dyn Response

Setup

List
Extremes

4.17. abra. Deformaciok vizsgalata

© Moharos Istvan, OFE

3

>
>

Identify Result
Animate
Deformed Shape
Beam Diagrams

Stress
Strain

Displacement/Response/Reaction

Thermal

Fluid Flow
Electromagnetic
Fatigue

Path Graph
User Result
User Animate

Load case number 1
RIS (1Y Displacement [¥ di =

Coordinate system [0

Contour Plot] Vector Plot| Iso Plat| Section Plot| Help| Cancel

LeflagoFl ]
BeginningElement 1
EndingElement[3
Increment [T

Shape flag =

Deformed scale factor [197.23

0K Help | Cancel |
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74 Végeselem-mdodszer

A deforméciok az egyes csomdpontok két iranyl elmozdulasai lehetnek. A globalis koordina-
ta-rendszerben a lehajlast az y iranyt elmozdulas jelenti (4.18. abra). A kapott eredmények, a
negativ elmozdulasok természetesen a lefelé torténd elmozdulést jelentik. A skalan jelolt érté-
kek valasztott alapegységiink szerintiek, azaz m-ben értendok.

[CJFie Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help 8 x

4.18. abra. A lehajlas vizsgalata

A pontos szamszerli eredmények megjelenitésére lehetdség van a csomdpontokban, illetve
rudakban keletkezd erd- és elmozdulas komponensek listazasara is (4.19-4.20 abra).

Mivel a TRUSS elemekben csak huzo-nyom¢ fesziiltségek keletkeznek, ezért a tablazat is
csak az elemhez kotott koordinata-rendszer szerinti ezen fesziiltségeket tartalmazza.
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D File Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Windows Help
Combine Load Case
List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results
Read Post-Dyn Response

Setup
Plot

Displacement/Response/Reaction

Extremes
Strain Component

Shear/Moment Value
Beam End Force
Spring Force

Gap Force

Natural Frequency

Thermal Result

Flow Result

Flow Properties
E_Mag Result

HF Emag Result
Fatigue Usage Factor

[ STRLIST,1,2,0,1,0,1,1,9,1,0

I T.
. 658e2+007 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000
.000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000
.000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000
.000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000
.000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000
.000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000
.000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000
.000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000
.0722+007 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000 .000e+000

4.19. abra. Fesziiltséegkomponensek listazasa

Az elmozdulasok a globalis koordinata-rendszerben, csomopontonként értelmezettek (4.20.
abra)

GFile Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis S Windows Help

Combine Load Case

List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results

Read Post-Dyn Response

Setup »
Plot >

Extremes 14 Stress Component
| Strain Component

Shear/Moment Value
Beam End Force
Spring Force

Gap Force

Natural Frequency

Thermal Result

Flow Result

Flow Properties
E_Mag Result

HF Emag Result
Fatigue Usage Factor

[ DISLIST;,1,1,1,10,1,0

b3 a3
1 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000 0.000a2+000 0.000e+000 0.000=+000
2 -1.0782-00% -6.0842-003 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000 0O.000a+000
4 -2.1552-00% -5.8622-003 0.000e+000 0.000e+000 0.0002+000 0O.000a+000
6 -2.2332-008 0.000e+000 0.000=+000 0.000a+000 0.000e+000 0.000=+000
7 -2.0042-00% -5.4782-003 0.000e+000 0.000e+000 0.0002+000 0O.000a+000
10 -9.2612-004 -5.882e-002 0.000e+000 0.0002+000 0.000a+000 0.000=+000

4.20. abra. A csomopontok elmozduldsainak listazdsa
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4.4, Megjegyzések

A feladat megoldasa soran nem foglalkoztunk a nyomott rudak kihajlasaval. Egy valos feladat
esetén ezt vagy végeselemes megoldassal, vagy a nyomoerdk ismeretében a klasszikus radel-
méletben tanultak alapjan ellendrizni kellene.

A feladat megoldasa soran a mintegy 81,59 kN 0Onsulybol szarmazo6 igénybevételt elha-
nyagoltuk, ami ugyan egy nagysagrenddel kisebb, mint a kiils6 terhelés, de figyelmen kiviil
hagyésa veszélyes.

Mindkét el6z6 problémara talalunk megoldast a tananyag késébbi, BEAM elemekkel fog-
lalkoz6 fejezetében.

Tovabba, nem vizsgaltuk és ezzel a modellel nem is vizsgalhatnank az egyes elemek kap-
csolatait. A kapcsolatok kialakitasaval, viselkedésével és méretezésével a szerkezettervezés
kiilon fejezetei foglalkoznak.

Ehhez a feladathoz hasonl6 feladat megoldasat talaljuk Muttnyanyszky Adam, Szilardsag-
tan cim@ konyvének 11.6. példajaban. A feladat hagyomanyos modszerekkel torténé megol-
dasa sok tanulsaggal szolgal.
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5. SIKBELI HAJLiTOTT RUDAK VARIAC’I(')S FELADATA,
MEREVSEGI EGYENLETEL MEGOLDASA VEGESELEM-
MODSZERREL

5.1. Sikbeli hajlitott rudelem variacios feladata

Vizsgaljuk az 5.1 abran bemutatott, sikbeli, egyenes tartot. A tartd terhelése q(x) megoszlo
terhelés, F koncentralt eré és M koncentralt nyomaték. A megoldas soran a Bernoulli hipoté-
zist felhasznalva feltételezziik, hogy a rid alakvaltozasa soran a keresztmetszetek a semleges
szalra mer6legesek maradnak, azaz a nyiras hatasat elhanyagoljuk. Igy a teljes potencial felir-
hatd, mint a v(x) lehajlas-fiiggvényen értelmezett funkcional.

y F
M S
- K
\ ¢ ’

5.1 abra A vizsgalt tarto

A hajlitott tarto lehajlas-fliggvénye a szildrdsagtanbol ismert rugalmas szal differencidlegyen-
lete:

vie - Mi(x) (5.1)
I,E
Szintén a szilardsagtanbol ismert a hajlitott rud alakvaltozasi energiaja:
2
_1 J M; (x) dx (5.2)
2E¢ 1,(x)
A rugalmas szal differencial egyenletébdl My(X)-et kifejezve és behelyettesitve:
1 1"
U(v(x)) = 2 E[ 1, (0(v" ()Y dx (5.3)
L

A teljes potencidlis energia, mint funkcional felirasakor sziikség van a kiilsé er6k munka-
jara, ami harom tagbol all;
a radra merdleges koncentralt er6k munkaja:

D Rv(x,), (5.4)
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78 Végeselem-mdodszer

a koncentralt hajlitd6 nyomatékok munkaja:
> MV'(x;), (5.5)

a radra merdleges megoszl6 terhelés munkaja pedig:

Xb

j v(x)q(x)dx. (5.6)
Ezekkel a teljes potencial:

M) E[ 1,6 (0 dx - [v(x)a(odk - X Fv(x) - MV (x, (5.7)

......

adat alapegyenletét és a természetes peremfeltételeket. E feladat kozelité megoldasa a funkci-
onal —adott esetben a teljes potencidlis energia— kozvetlen minimalizalasa.
Ezek szerint a feladat az, hogy keressiik a T1(v) potencial minimumat, és az ehhez tartozo

v(x) fiiggvényt. E szélséérték feladat megoldasanak egy lehetséges modja Ritz-médszer (Wal-
ter Ritz 1878-1909) alkalmazasa, melynek soran az ismeretlen v(x) fiiggvényt a kovetkezo
alakban keresstik:

v(X) = a)(x)zn: ax", (5.8)

ahol @(x) olyan probafiiggvény, ami kielégiti a kinematikai peremfeltételeket, azaz a tama-
szok helyén az elmozdulasokra @(x) =0 és befogasok helyén a szogelfordulasokra @'(x) =0
teljesiil. Ezzel a helyettesitéssel a I1(v) potencial az aj, a...a, paraméterek tobbvaltozos
fiiggvénye lesz, melynek minimuma van, ha:

o =0 (5.9)
0a,

Mivel a Ritz-moddszer kozelité eljaras, a megoldas pontossaga fiigg attdl, hogy a proba-
fliggvény hany tagu. Egyszerii feladatok esetében elegendd egyetlen tag, igy a fenti egyenlet-
rendszer csak ap-tdl fiigg, azaz egyvaltozos.

Az egyenletrendszer matrixos megfogalmazéasa és megoldasa vezet a végeselem-modszer
alapegyenletéhez:

Ku=F (5.10)
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5. Sikbeli hajlitott rudak variacids feladata, merevségi egyenletei, megoldasa 79

5.2. Feladatmegoldas végeselem-maodszerrel

Vegyiik az 5.2 abran lathatd, sikbeli rudszerkezetet. A szerkezetet két, a tartd sikjaba eso,
koncentralt erd terheli. Az abrabdl is lathatd, hogy a szerkezet 1 ridjdban nyomo és hajlito,
mig a 2 radban csak hajlito igénybevétel keletkezik, igy a 3. fejezetben bemutatott elemekkel
a feladat nem megoldhato.

F F
o) 2. rad | 1)

2 m

—= o

5.2 abra A vizsgalt sikbeli rudszerkezet

A szerkezetet alkotdé mindkét rad NSz60x40x4 négyszogszelvény. A szelvény keresztmetszeti
tulajdonsagait szabvany tartalmazza:

A=8,69 cm?
1,=44.8 cm*

A szerkezetet terheld két erd pedig egyenként 200 N.
A feladat megoldasahoz a Bernoulli elméletnek megfelelé hajlitott ridelemet hasznaljuk

fel.
A korabbiakban lattuk, hogy a végeselemes megoldas a

Ku=F, (5.11)

egyenletrendszer megoldasat jelenti.
Ehhez elészor el kell allitani az elem, majd a teljes szerkezet merevségi matrixat.

5.2.1. Az elem merevségi matrixa

Az el6z6 egyenletrendszert egyetlen elemre felirva:
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80 Végeselem-mdodszer
_kll klZ k13 k14 k15 le_ I l_ le
k21 vy Fly
k31 (I)l — M 1 (512)
Kay u, Fo
Ko, . . . . . Vv, Fy
Ker - ' : : kse_ b, M,

A merevségi matrix egyes oszlopainak fizikai jelentése szerint az oszlop egyes elemeinek
érteke az egységnyi elmozdulashoz, illetve a peremfeltételek biztositasdhoz sziikséges erdk és
nyomatékok értéke. Ennek felhasznélasaval a radelemek esetében a merevségi matrixot kony-
nyen eléallithatjuk Ggy, hogy az elmozdulasvektor 1-1 elemét rendre egységnyire valasztjuk,
a tobbi elemet pedig 0-nak tekintjiik. E szerint a merevségi matrix ki; eleme az u;=1 elmozdu-
lashoz tartozik és az altalanos eljaras szerint:

kll klZ le k14 k15 le l
K,, 0
K., 0
K., ol
Ke, 0
L : : . ke [0] [

Az egyenletrendszer megoldésa:
Fix=Ku1

Fiy=k21
Mi=ka1
Fox=Ka1
Fay=Ks1
M>=Ke1

Ennek az esetnek a fizikai tartalmat az 5.3 abra mutatja.

Xy

~T1 T

<

<

iy

< x

N

U,

|

5.3 abra A merevségi matrix elsé oszlopanak fizikai értelmezése

www.tankonyvtar.hu
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5. Sikbeli hajlitott rudak variacids feladata, merevségi egyenletei, megoldasa 81

Az abra alapjan ez a rad (rtdelem) tiszta nyomdasanak felel meg, igy felhasznalva a Hook-
torveényt:

R g gt (5.15)
A L

k11 =

A Al érték egységnyi, igy 4trendezés utan:
k,=F,=— (5.16)

A peremfeltételek kielégitéséhez természetesen sziikséges még, hogy:

Fio =—Fy (5.17)
azaz:
Ky =Ky (5.18)

A merevségi matrix elsé oszlopanak tobbi tagja pedig rendre zérus értéki.
Hasonldan jarhatunk el a merevségi matrix masodik oszlopaval is. Ebben az esetben az
egyenletrendszer:

kll k12 kl3 k14 k15 le O FlX
K,, 1 Fy
Ky 10| M (5.19)
k41 O F2x .
Ke, 0 Fyy
K . .. kel l0] [My,]
Az egyenletrendszer megoldasa pedig:
Fi=Kaz (5.20)
Fiy=Ka2o
M=Kz,
Fax=Ka2
Fay=Ks2
Ma=Ks:2

Ennek az esetnek a fizikai tartalmat az 5.4 a dbra mutatja. Az dbran bemutatott elmozdulas
egy, a végpontjan koncentralt erdvel (5.4 b abra) €és egy a végpontjan hajlitd6 nyomatékkal (5.4

crer
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82 Végeselem-mdodszer

5.4 abra A merevségi matrix masodik oszlopanak fizikai értelmezése

Ezeket az eseteket jol ismerjiik a szilardsagtanbdl, igy a hajlitott tartok rugalmas szal diffe-
rencial egyenletének megoldasa soran kapott jarulékképletek segitségével felirhatjuk:

F.LC ML
v,=1=6+8,=—"—-—1— 521
' Y7 O3IE 2IE 6.21)
valamint a szogelfordulasra:
F.L° ML
O=0=¢ +¢, =——— 4 1k 5.22
2 SIE IE ( )
A kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa:
121E
Fy=—5=ks (5.23)
L
61E
Ml = ? = k32 (524)
Tovabba az egyensuly feltételeit biztositva:
IF, =0=F,+F, > F, =-F, =k, (5.25)
¢s a nyomatékok a 2 pontra felirva:
EM=0=M2+M1—FlyL=M2+6I1—E—%L—>M2=6|1—!E=K62 (5.26)

A merevségi matrix masodik oszlopanak elsd €és negyedik eleme pedig 0.
A merevségi matrix harmadik oszlopanak elemeit ehhez hasonldéan hatarozzuk meg,
ugy, hogy az elmozdulasvektor ¢ ; tagjat egynek, a tobbit pedig 0-nak valasztva:
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x

~T ST
<

=<

- (5.27)

x

<

o~
-
O O O —» O O

o - : . . K |

N

Az egyenletrendszer megoldasa pedig:

Fix=Kis (5.28)
Fiy=Kas
Mi=ka3
Fox=Ka3
Foy=Ks3
M2=Ke3

Ennek az esetnek a fizikai tartalmat az 5.5 dbra mutatja.

igy:
ELC ML

=0=6+8, =2 "1 5.29

' P BIE 2IE (5:29)
valamint a szogelfordulésra:

L ML
2 2IE IE ( )
A kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa:
61E
1y =z = Kes (5.31)
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M =2E (5.32)

Tovabba az egyensuly feltételeit biztositva:

SF,=0=F, +F,, > F, =-F, =kg, (5.33)

y
¢s a nyomatékok a 2 pontra felirva:

ZM=0=M2+M1—FlyL=M2+%—6:—EL—>M2=¥=K63 (5.34)

A merevségi matrix harmadik oszlopanak els6 és negyedik eleme pedig 0.
A merevségi matrix 4-6 oszlopanak tagjait teljesen hasonldan hatarozhatjuk meg, igy vé-
giil az elem teljes merevségi matrixa:

AR o AR 0
L, L,
121E,  6LE, 121E, 6LE,
0 E 2 0 E 2
61.E, 41E, 6lL.E, 2LE,
2 L T L
e =l AE | " AE | | (.39
SDE 0o S5 0 0
L, L,
121E,  6LE, 121E,  6IE,
R E 0 E E
0 6|i2Ei 21.E, 0 _6IiiEi 41.E,
i L2 L, E L |

Meg kell jegyezni, hogy az elem merevségi matrixanak eldallitasat altalaban a

" BdV (5.36)

K, =B

Ve

[@)

Osszefliggés alapjan végezzik, ahol C az anyagjellemzdk matrixa, B pedig elmozdulas-

alakvaltozas matrix. Erre a megoldasra lathattunk példat a tananyag 3. fejezetében. A fent
bemutatott megoldas bonyolultabb elemek esetén nehézkesen lenne kivitelezhetd, itt is csak a
merevségi matrix fogalmanak megértését szolgalja.

Az elem merevségi tulajdonsagait csak a hozza kotott, lokalis koordinata-rendszerben ha-
taroztuk meg. A globalis koordinata-rendszerben az egyes elemek elhelyezkedésétdl fiiggden
ezek a merevségi értékek megvaltoznak. Az elemek globalis koordinata-rendszerben értelme-
zett tulajdonsagainak eldallitdsdhoz a 3. fejezetben (3.35 Osszefliggés) bemutatott transzfor-
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macios matrixot hasznaljuk, azzal a megjegyzéssel, hogy azt kiegészitjiik, igy az elem szabad-
sadgfokainak megfelelden a kovetkezd 6x6-0s matrixit kapjuk.

[ cosa  sina 0 0 0 0
—sina coso. O 0 0 0
0 0 1 0 0 0

T-= _ (5.37)
0 0 0 cosa sina O
0 0 0 —-sina cosa O
0 0 0 0 0 1

A transzformécios matrix elemei az elem csomoponti koordindtainak ismeretében kony-
nyen szamithatok:

=X
— M2 il
cosq; = (5.38)
i
Yo VYu
sing = Yz = Yu (5.39)
i
2 ( )2
L = \/(Xiz —% ) +(Yio = Y (5.40)
J PR r1e .y
Ezzel az 1. elem merevségi matrixa a globalis koordinata rendszerben:
2 2 2 2
k”-cmia)~ + kzz»sil\(ﬂ)" cns(n)-%m(a)-k22 - cos(a)-ﬂm(a)-k“ sinirz)-k23 kH-cns(u)' + kl_:‘sin((u' cox'm)&in((x}k:s - C«\S((l)-iln((l)<kl4 sin(ark%
2 2 2 2
cos (at)-sin(a)-k,, cosiu)-%in(ﬂ)-k“ k,.‘-cmiﬂ)’ + k“<sin(ﬂ)' cns(u)-kn cnua)-.\'in(ﬂ%l»:N cns(a)-sin(ﬂ)‘ku k“-cus(u)~ + kN-sinm)' cos{u)‘k,(,
- <m(u)-ku Emm)'ki: k33 sin(m‘kﬁ COS((L)-I\'35 ky‘
1
2 2 2 2
k“-cosi(x)' o ksl sin(a)” cos(q)-cm(a)-kﬂ = ms(u)-s‘in(a]-k“ sinm)-k53 k“-cns(q)" + kSS-sin(u)' L‘OQ‘U)‘Si"(“)‘kSS - cos(a)-sin(a) k44 sm(a)-k%
2
cus(u)-sm(u)-k<7 - cos(u)-sin(u)-k“ kS,-cus(u). + k‘”v.»in(u)2 cos(u)vk“ cusiu)-sin(u)-k“ — cos(a)-sin(a) k—N l-&<5-cus(ubz + k_“-sin(u)2 cus(u)-k%
.\'in(al-km cnsm)»k(‘: k{‘3 \‘in(u)‘k{‘S co\‘((x)-k{’s k(‘(‘

5.2.2. A szerkezet teljes merevségi matrixa

A szerkezet teljes merevségi matrixdnak mérete megegyezik a teljes szerkezet szabadsagfo-
kéanak szamaval. igy most a teljes rendszer merevségét egy 9x9-es matrix irja le, mivel a rend-
szert két elem alkotja, 3 csomodponttal, egyenként 3 szabadsagfokkal. A teljes merevségi mat-
rix 1étrehozéasakor az elemek kozos csomopontjaihoz tartozd elemi merevségek dsszeadodnak,

igy:
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ki,
K3y
K3
Ky
K=|k;,
Kss
0
0
0
5.2.3
ki, ki,
Ky, K,
Ky K,
Ky K,
ki, K,
Ky, K,
0 0
0 0
0 0

ki, ki
Ky K
K ks
K Kis
ko Ks
Keo Koy
0 O
0 O
0 O

Kis ki Kis
Ks K Ks
Koy K K3
Kis Kiatkiy Kis+kp,
Kss Kss+ Koy K+ ko,
Koz Koot kay Kis+ks,
0 ki Ko
0 kg Kz
0 kg kG

(5.42)

x

<

py)

(5.43)

[

T'OO'I'IOZ;UTI;UTI

N

o

Az egyenletrendszer megoldasa soran a megfogas 0 elmozdulasi helyeit kihagyhatjuk,
azaz a merevségi matrix e helyekhez tartozé sorait és oszlopait torolhetjiik. Esetiinkben ez az
elsd harom sor és oszlop. Igy kapjuk az un. kondenzalt merevségi matrixot és ezzel a megol-
dando egyenletrendszer:

1 2
k46 + k13
1 2
k56 + k23

oJ!l o o.M o

(5.44)

Az adatokat behelyettesitve, az egyenletrendszert megoldva kapjuk az elmozdulasvektort:
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u,] [ 001227 Tm

v,| |-0,00709| m

®,| |—0,01276 |rad

U=|"?|= (5.45)
u,| | 001227 | m

v,| [-0,03827| m

¢, ] |-0,01701 |rad

Az eredmények ismeretében a reakcioerdk szamithatok a teljes rendszer egyenletrend-
szerének a reakciderkhoz tartozd egyenleteibdl, ami jelen esetben az elsé harom sor:

Fax = k14'u2 +kis'vz +kies'(l)z =0N (5.46)
Fey = Kag U, + Ko -V, +Kog - @, =400 N
M, =ki, U, + K-V, +Kse -0, =800 Nm

5.3. Megjegyzések

A végeselem alapu programrendszerek nem csak a Bernoulli elméletnek megfelel6 rudakat,
hanem hajlitott tartok nyirasbol szdrmazé alakvaltozésait is képesek kezelni. A szilardsagtan-
ban tanultaknak megfelelden ilyen esetben meg kell hatarozni a rad keresztmetszetének nyira-
si alaktényezdjét. Meg kell jegyezni azt is, hogy ez az alaktényez0 csak linedris statikai vizs-
galatok esetén hasznalhatdo megbizhatoan, ugyanis egyes kutatasok bizonyitottak, hogy nemli-
nearis hatdsok esetén e tényezé modositasra szorul.

© Moharos Istvan, OFE www.tankonyvtar.hu




6. SIKBELI HAJLiTO’TT RUDAK VIZSGALATA VEGE,SEL’EN,[ MOD-
SZEREN ALAPULO PROGRAMRENDSZEREK SEGITSEGEVEL

6.1. rudszerkezetek

A 4. fejezetben targyalt sikbeli, huzott-nyomott rudakbol all6 racsos tartoként a radszerkeze-
teknek egy része vizsgalhatd. Az esetek jelentOs részében a rudakban ¢ébredd hajlitast nem
lehet elhanyagolni. Ez a helyzet all eld, ha a szerkezetet alkot6 rudak kozott olyan is van,
amely nem kizarolag a végein mikodo axialis erOkkel van terhelve (nem statikai rad) és ko-
vetkezésképpen a végeselemes modellje inkabb tart6 (BEAM), mint rid, noha a szakmai
nyelv az ilyen elemeket is radnak nevezi.

Ilyen esetek lehetnek:

— akét- vagy tobbtamaszu tartok, konzolos szerkezetek,
— sikgorbe rudak,

ha a szerkezet onsulyat nem lehet elhanyagolni,
sikbeli keretszerkezetek, stb.

A tananyag ezen fejezete ezekkel a tartdszerkezetekkel foglalkozik. A térbeli hajlitott €s
csavart radszerkezetek modellezésével a tananyag kovetkezd, 7-8. fejezeteiben, illetve a nyo-
mott rudak stabilitasvesztésével a 9-10. fejezetekben foglalkozunk.

Az egy adott kiils6 erérendszerrel terhelt sikbeli rudszerkezet esetében a 4. fejezetben leir-
takhoz képest a megvalaszolando6 kérdések szama is boviil:

— akényszerekben keletkezd reakciderdk nagysaga és irdnya,

— az egyes rudakban keletkez6 huzé-, nyomo- és nyiréerdk, valamint hajlito

nyomatékok nagysaga és iranya,

— az er6k hatasara a rudak egyes pontjaiban keletkezé sikfesziiltségi allapotot jellem-

Z6 oy,0y és Tyy fesziiltségek nagysaga,

— a szerkezet egyes pontjaiban keletkezd elmozdulasok, illetve az egyes rudak deforma-

cidja.

A 4. fejezetben leirtakhoz hasonldan jelen esetben is tovabbi vizsgalatok targyat képezheti
a szerkezet sajatfrekvencidjanak meghatarozasa és a nyomott rudak kihajlasanak elemzése,
amivel a késobbiekben foglalkozunk.

Az eldz6 fejezetekben foglalkoztunk a racsos tartok kiilsd €s belsd statikai hatarozatlansa-
gaval. Latni fogjuk, hogy az ott leirtakhoz hasonléan a sikbeli hajlitott radszerkezetek
végeselem-modszeren alapuld vizsgalata soran is lényegtelen, hogy a szerkezet statikailag
hatdrozatlan, ez a megoldas menetét nem befolyasolja.

6.2. A modellezés soran alkalmazott végeselemek

A 4. fejezetben tisztaztuk, hogy a rudszerkezetek modellezésére a végeselem programrendsze-
rekben altalaban kétféle elemtipus all rendelkezésiinkre, a csak hizo-nyomo igénybevételek
vizsgalatara alkalmas TRUSS elemek és a nyird, hajlito, illetve csavard igénybevételek vizs-
galatara is alkalmas BEAM elemek. Az végeselem mindkét esetben kétdimenzios kiterjedési,
azaz egyetlen egyenes vonallal jellemezhetd.

A TRUSS elemek tulajdonséagait az emlitett fejezetben mar leirtuk.
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6.2.1. A BEAM elemek tulajdonsdgai

A BEAM elemeket is két csoportra oszthatjuk, a sikfesziiltségi allapottal jellemezhetd rad-
szerkezetek (ilyenek altalaban a szimmetrikus keresztmetszetii rudakbol allo, sikbeli, csak
sajat sikjukban terhelt rudszerkezetek) modellezéséhez BEAM2D elemekre ¢és a térbeli fe-
sziiltségi allapottal jellemezhetd BEAM3D elemekre. Ez utdbbiak altaldban a térbeli rudszer-
kezetek, a sajat sikjukra merdlegesen terhelt sikbeli radszerkezetek és azok a sikbeli rudszer-
kezetek, amelyek esetében a terhelés ugyan sajat sikjukban keletkezik, de a keresztmetszet
tulajdonsagai, aszimetridja vagy antiszimmetridja miatt a szerkezet ¢és terhelés egyiittesének
modellje térbeli.

A BEAM3D elemekkel a tananyag kovetkezo 7-8. fejezeteiben foglalkozunk majd.

A BEAM2D elemek kétcsomopontos egytengelyti elemek, mindkét csomopontjukban harom-
harom, két elmozdulasi és egy elfordulasi szabadsagfokkal. Az elemhez kotdtt koordinata-
rendszert a 6.1 abra mutatja. A koordindta-rendszer x tengelye az els6tdl a masodik csomopont
iranyaba mutat, az y tengely pedig a globalis koordinata-rendszer X-Y sikjaval parhuzamos
sikban az x tengelyre merdlegesen, a z tengelye pedig a globalis koordinata-rendszer Z tenge-
lyével parhuzamos.

Y |

Szelvény magassag

6.1. abra. BEAMD2D elem

A linedris statikai vizsgélatokhoz sziikség van az egydimenzios elem és a valosadgos, harom-
dimenzios kiterjedésti rad kozott kapesolatot teremtd allandok megadasara, ami a BEAM2D
elemek esetében a keresztmetszeti teriilet, az elem keresztmetszetének a z tengelyére szamitott
masodrendli nyomatéka, a szelvény magassaga (lasd a 6.1 abran) és a szelvény alakjatol fliggd
tényez0, ami figyelembe veszi a szelvény nyirasabodl szarmazo rugalmas energia valtozast is.

Sziikségiink lesz tovabba a rud anyaganak jellemzoéire. Ebben az esetben -mivel a
BEAMZ2D elem minden pontjaban csak sikbeli fesziiltségallapot keletkezik- elegendé megad-
ni az anyag rugalmassagi modulusat és a Poison tényez6t, illetve ha a szamitasok soran a
szerkezet sajat sulyat is figyelembe kell venni, mint terhelést, akkor az anyag stirliségét is.

A BEAM2D elemek a linearis statikai vizsgalatokon kiviil alkalmasak az egyes rudak ki-
hajlasdnak vizsgdlatdra, valamint végezhet6k velilk hdtani szamitisok is hasonléan a
TRUSS2D elemekhez. Ehhez azonban tovabbi allandok, illetve anyagjellemz6k megadasa
sziikséges.

6.2.2. A nyirasbol szarmazo alakvaltozas figyelembevétele

crer

deforméaciokat altalaban elhanyagoljuk. A végeselem modellezés soran a pontosabb eredmé-
nyek elérésének érdekében lehetdség van ennek figyelembevételére.
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A nyiras altal okozott alakvaltozast a szilardsagtanban a bels6 er6k munkajabol vezettiik
le. A nyiréerdk munkdja a sikbeli radelemen:

282
_[ —dxdydz

Az Osszefliggésbdl kiemelve a keresztmetszet alakjatol és méreteitdl fliggd részt és meg-
szorozva a keresztmetszeti teriilettel kapjuk a nyirasi alaktényez6t:

2
=[5
I“4\b
Az allando keresztmetszet(i radelem esetében ennek felhasznalasaval a nyirder6k munkaja:
V 2
=f,[——dx
' GA

Ezt a radelem alakjatol fliggd tényezdt, illetve ennek reciprokat hasznéljuk a végeselemes
megoldason alapuld programrendszerekben. A 6.2 abran néhany gyakran hasznalt szelvényre
e tényezd értékeit foglaltuk Gssze.

A keresztmetszet fs Az Altalunk hasznalt
Shear factor

Derékszogli négyszog

% 6/5=1,2 5/6=0,833
\
Kor

% 10/9=1,11 9/10=0,9

Vékonyfalt csé

N
N/

6.2. abra. Szelvények Sf. tényezdje
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A miiszaki gyakorlatban gyakran alkalmazott olyan szelvényeknél, ahol az alapvetdéen huzas-
nyomasnak kitett 6vek és az alapvetden nyirt gerincek jol elkiilonithetdk (6.3. dbra), e tényezd
kozelito értékeként alkalmazhatjuk a kdvetkezo Gsszefiiggést:

A keresztmetszet fs Az altalunk hasznalt Shear
factor

Gerinc — y/ A/Agerinc Agerinc/A

6.3.

6.3. abra. Az Sf tényezd egyszeriisitett meghatdrozdsa

Feladat megoldas

A végeselem feladatok megoldasa soran a kovetkezo eljarast kovetjiik:

feladat elemzése,

geometria létrehozasa a végeselem halo generalasédhoz,

a végeselemek tulajdonsagainak meghatarozasa (elemtipus, fizikai tulajdonsagok,
anyagjellemzok),

peremfeltételek, terhelések meghatarozasa,

a szamitasok lefuttatasa,

a kapott eredmények értékelése.

A 6.4 abran lathato nyitott keretszerkezetet a jelolt pontban 10 kN nagysagu, a tart6 sikja-
ba esd erd terheli. A rudak NSz100x100x4 keresztmetszetli hidegen hajlitott acél négyszog-
szelvények.

Meghatarozandok a reakciderdk, valamint a rudakban keletkezd fesziiltség nagysaga, a
tarto lehajlasa, a nyomatéki €s nyiroerd abrak.

2m

V5N

3m

-
\ue
\

7 Z

6.4. abra. A vizsgalando keretszerkezet

A végeselem programok 4altaldban beépitett 3D geometriai modellez6t, grafikus pre- ¢és
postprocessort tartalmaznak. Igy lehetdség van arra, hogy a geometriai modellt a program
sajat modellezdjében (6.5. dbra) készitsiik el.
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6.5. abra. A végeselem program sajat geometriai modellezdje

Ezek a beépitett geometriai modellez6k nem mindig nyujtjak azt a kényelmet, amit a korszeri
rajzszerkesztd és parametrikus modellezé rendszerek. Mivel nagyon gyakran mar meglévd
modellek alapjan kell a modellezést elvégezni, azért hatékony és kényelmes megoldas lehet az
adatcsere mas CAD rendszerekkel valamilyen elérhetd, szabvanyos rajzcsere formatumban
példaul: SAT, IGS, DXF stb. (6.6. abra).

[] Fie Edt Geometry Meshing Propsets LoadsBC [JRiEll] Display Andlysis Resubs Windows Help BEES
Utiliey
Activate
Select
Unselect
Parameter

Read CAD Input
» Read IGES
EEEEEE =
Miscellaneous » Write DXF

Read PROJE Input
Menu Type

Console

Geo Panel
Dialog Option
Plot Option

DXF_INP : Reads a DXF file and translates into wire frame model.

6.6. abra. Geometria importalasa mas CAD rendszerekbol
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Nem szabad azonban elfelejteni, hogy a geometriai modell jelen esetben csak a végeselem
halo 1étrehozasat segiti, a miiszaki dbrazolds szabdlyaihoz és gyakran a szerkezet valdsagos
megjelenéséhez nincsen koze. Ebben a feladatban is igaz ez, hiszen a 100 mm-es négyszog-
szelvények csak, mint a 6.4 abran bemutatott vonalak jelennek meg. Ez pedig azt jelenti, hogy
a mar kész elektronikus formatumu muszaki dokumentaciok a végeselem modellezés elott
alapos atalakitasra, sziikség szerint egyszerisitésre vagy kiegészitésre szorulnak.

Lathat6 ez a 6.7 dbran, ami az importalt geometriai modellt mutatja.

[CIFie Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help BEES

6.7. abra. Az importadlt geometriai modell

Lathato az is, hogy az elemek az X-Y sikban fekszenek.
A kovetkezd 1épés az elemtulajdonsagok meghatarozasa (6.8 4bra)
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[ Fie Ede Geometry Meshing |[RI0aed] LoadseC Control Display Analysis Resubs Windows Help a3 x
nt Group
Material Property
Real Constant
Pick Materisl Lib
User Material Lb
Material Browser
AISC Sect, Table

List Element Groups
List Material Props

List Real Constants
Delete Element Groups
Delete Material Props
Delete Real Constant
Change El-Prop

New Property Set

Beam Section
List Beam Sections

EGROUP : Defines an element gioup,

6.8. abra. Elemcsoport meghatarozasa

A fejezet elején tisztaztuk, hogy BEAM2D elemeket hasznalunk (6.9 4bra).

—TCategory: LINE
BEA D D ela an e
BEAM3D: 3D elastic beam element
BOUND:  Boundary element
CLINK.  Convection fink
ELBOW:  Elastic elbow element P ionll
ELINK:  Electical nk OFt:Lnsed bpion
FLUIDT:  Thermal 3D fluid pipe OP2Unused option [0
GAP: Gap element )
GENSTIF:  General sifness/conduction element Bt el
HLINK: Hydraulic link OP4:Integration Type |0: Gauss od |
IMPIPE:  2:node immersed pipe/cable element =
PIPE: Elastic straight pipe element OPS:Material Type | 0: Linear Elastic =
RBAR:  Rigid bar element " = =
ALINK: Radiation nk OPE:Displacement Formulation | 0: Small
SHELLAX: Asisymmeliic shell element OP7:Unused option [0
SPRING:  Spring element :
TRUSSZD: 2D truss/spar element OPBUnused option |0
TRUSS3D: 3D truss/spar element & o] | e

6.9. abra. BEAM?2D elemek kivalasztasa és tulajdonsagaik meghatarozadsa

Kovetkezo feladat az elemek fizikai tulajdonsagainak meghatarozasa, hiszen egyetlen vonallal
a négyszogszelvények térbeli kiterjedése nem modellezhetd (6.10. abra).
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[jFiIe Edit Geometry Mesh\ngLoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Element Group
Material Property
Real Constant
Pick Material Lib
User Material Lib
Material Browser
AISC Sect., Table

List Element Groups
List Material Props

List Real Constants
Delete Element Groups
Delete Material Props
Delete Real Constant
Change El-Prop

Mew Property Set

Beam Section

List Beam Sections

6.10. abra. Fizikai tulajdonsagok meghatarozasa

Az el6zoekben leirtak szerint a BEAM2D elemekhez az elem keresztmetszeti teriiletét, a z
tengelyre szamitott masodrendii nyomatékat, a szelvény magassagat és a nyirasi deformécio
figyelembevételéhez a keresztmetszet alakjara jellemz6 tényez6t (Shear factor) kell megadni
(6.11. abra). Ne felejtsiik el, hogy ragaszkodnunk kell egy adott mértékegység-rendszerhez,
igy a hosszméreteket az SI szerinti m-ben, a keresztmetszeti teriiletet m2-ben, illetve a masod-
rendii nyomatékot m4-ben kell megadni.

RC1 : Cross-sectional area '15089-5—

RC2 : Moment of inertia (12) [2297308=12

RC3 :Depth[01

RC4 :Endvelease code fnode )0

RCS5 : End-release code (node 2) ,07

RCE : Shear factor in elem. y-axis ,mi

RC7 : Temp. diff. inelem y-ais [0

RCS : Perimeter (HSTAR onl) [0
’T] Help | Cancel ‘

6.11. abra. A fizikai tulajdonsagokhoz rendelt elemcsoport kivilasztasa

Magyarazatot igényel a negyedik és 6todik fizikai tulajdonsag (End-release code). A BEAM
elemek kapcsolodd csomdpontjaikban merev kapcsolatot feltételeziink, azaz a kdzos csomo-
pontban kapcsolodo elemek mind a hat szabadsagfoka egymashoz kotott. Sziikség lehet azon-
ban arra, hogy ezekben a k6z6s csomopontokban valamely szabadsagfokuk szerint egymastol
fiiggetlenek legyenek. Igy modellezhetiink példaul koteleket, vagy valamilyen kulisszaval
egymashoz kapcsolt rudakat. Az End-release code valojaban egy hat digites logikai valtozo. A
digitek a hat elmozdulasi és a hat elfordulasi szabadsagfokot jelképezik, a koordinata-rendszer
tengelyeinek sorrendjében, értékiik 0, ha a szabadsagfokok kotottek és 1, ha szabadok. gy
példaul a 000001 kéd a z tengely koriili elfordulast megengedi az elemek kapcsol6dd csomo-
pontjaiban. Az 1-es és 2-es sorszam az elemek elejét és végét jelenti a 6.1. abran bemutatott
értelmezés szerint.

A hetedik és nyolcadik fizikai tulajdonsag csak hétechnikai, vizsgalatokhoz sziikséges, igy
most ezekkel nem foglalkozunk.

Természetesen itt is lehetdség lenne tobbféle tulajdonsdgi BEAM elem alkalmazésara,
amiket tobb sorszamozott fizikai tulajdonsaggal irhatnank le.

Hatra van még az elemek anyagtulajdonsdgainak megadasa (6.12. abra).
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EF&Ie Edit  Geometry MeshingLoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Element Group
Real Constant
Pick Material Lib
User Material Lib
Material Browser
AISC Sect. Table

List Element Groups
List Material Props

List Real Constants
Delete Element Groups
Delete Material Props
Delete Real Constant
Change El-Prop

MNew Property Set

Beam Section
List Beam Sections

6.12. dbra. Az anyagtulajdonsdgok meghatarozasa

A linearis statikai vizsgélatokhoz elegendé megadni az anyag rugalmassagi modulusat és a
Poisson tényez0 értékét, ami a feladat alapjan acél anyagokra a 6.13. és 6.14. abrak szerinti.

Material property set |1

Material Property Name ﬂ
DENS: Mass density P
ECONX: X Electric conductivity E
ECONZ: 2Z Electric conductivity

ECONY: 'Y Electric conductivity

EMIS: Emissivity
ENTHALPY:  Enthalpy =
EPSU: (unused)
ETAN Tangent modulus
ELIL: Ultimate plastic strain measure (in tension]
X E lasticity modulus in X mat. dir
EY: Elasticity modulus in'Y mat. dir.
EZ. Elasticity modulus in Z mat. dir
FPC: [unused)
FRCANG:  Friction angle
G1: Shear relaxation 1 1
62 Shear relaxation 2 I3 MpROP X
G3: Shear relaxation 3
G Sheat relaxation 4 G PO

G5: Sheat relaxation 5 3 T e
|G&: Shear relaxation 6 v [ oK ] _Hep | _Cancel |

6.13. abra. A rugalmassagi modulus megaddsa

[ MPROP.

Material property set |1
Material Property Name [EZ: Elasticity modulus in Z ma. di. ~I
MOONEY_E:  Mooney-Riviin const 5 -~

MOONEY_F:  Mooney-Riviin const 6
MPERM: Magnetic permeability
MPERM_|:  Relative permeability (imag.]
MPERM_R:  Relative permeability (real]
MUl Ogden constant 1

MU2: Ogden constant 2

MU3: Ogden constant 3

MU4: Ogden constant 4

%2 Poisson's ratio
YZ Poisson's ratio
(1.1) Piezoelectiic matiix 4
(1.2) Piezoelectiic matiix
(1.3) Piezoelectiic matiix
(2.1) Piezoelectiic matiix
(2.2) Piezoelectiic matiix
(23) Piezoslectiic matiix
(3.1) Piezoelectiic matiix
matrix o

[ MpROP 3
Popetyvake[0s
[T | Hep |  Cancel |

6.14. abra. A Poison tényezé megadasa

Ahogy a fizikai tulajdonsagok leirasanal megjegyeztiik, hogy a végeselem modellben tobbféle
keresztmetszetii rudat hasznalhatunk, Uigy igaz ez az anyagtulajdonségokra is. Sziikség esetén
a modellben tobbféle anyagt rudat definialhatunk.

A halozasi tulajdonsdgok megadasa utdn kovetkezhet a végeselem hald generalasa, amire
a programok tobbféle megoldast is kinalnak (6.15. dbra). A feladat megoldasa sordn mi az
automatikus héalozast vélasztjuk. Az elemek méretét az eredmények megkivant pontossaga, a
rendelkezésre allo szamitogép tulajdonsagai €s az elemzésre fordithatd id6 és eréforrasok ha-
tarozzék meg. A feladat megoldésa soran az atlagos elemméretet 0,1 m-re valasztjuk.
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I Fle Edt Geometry PmpSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Mesh Options

Mesh_Density »

Parametric_Mesh »

o vesh | s |

Nodes > Regions
Elements »  Quad Mesh Sf{Rg
Region about Pt
Region about a Ct
Surfaces
NonUniform Surfaces
Surface about Pt —
Surface about Cr Eroreg Eige 1
Polyhedra Ending Curve [3
Parts Increment [1
Region Mesh Type Average element size [T
Surface Mesh Type Number of nodes per element | 2 v
Delete Region Mesh Keypoint to define principal axis if 3 nd/el
Delete Surface Mesh ok | Help el

6.15. dbra. Végeselem hdlo generdlasa

A létrejott végeselem halot, a sorszdmozott csomopontokkal mutatja a 6.16. abra.

6.16. abra. A végeselem halo

A modellen lathatd, hogy a harom riad k6zds pontjaban mindharom radvégen 1étrejott egy-
egy, egymastol fiiggetlen csomopont. Mivel a végeselem hald geometriai objektumonként
kiilon-kiilon jon 1étre, sziikség van az egyes radvégeken 1évé csomdpontok dsszekapesolasara
(6.17. abra).
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EFile Edit GeometvmepSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Mesh Options

Mesh_Density ~ »
Parametric_Mesh »

Auto_Mesh
Nodes
Elements

>

>
>

List
Plat

Define

Identify
Compress
Modify

Push to Point
Push to Curve
Push to Surface

Delete
Re-associate
Show Merged Nd
Update Nd Coord

Generation >

6.17. dbra. A rudvégek osszekapcsolasa

Kovetkezd 1épésben a peremfeltételek definidlasa kovetkezik, ami jelen esetben a két megta-
masztds megadasat, mint 0 elmozdulési kényszert jelenti (6.18. dbra). A kényszer megadasa-
kor a tart6 mindkét megtdmasztasaban x €s y iranyt megfogast alkalmazunk, a z tengely korii-

li elfordulast megenged;iik.

I Fie Edit Geometry Meshing PropSets [[EERECSN Control Display Analysis Results Windows Help

»  Define by Points

»|  Define by Curves

» Define by Surfaces

»|  Define by Contours

» Define by Regions

»

Thermal > Force
Fluid_Flow > Pressure
E-Magnetic » Master_DOF
Load_Options  »|  Coupling
Function_Curve »|  Bonding
Gravity

Plot
List

Delete by Nodes
Delete by Points
Delete by Curves
Delete by Surfaces
Delete by Contours
Delete by Regions

Additional Displacement labels if any (L2,... L8.) [ wf

Beginning Node |1
Displacement label | Ux: X translation el
Value [0
Ending Node |75
Increment |74

oK Help | Cancel |

6.18. abra. Elmozdulasi kényszerek

Végiil meg kell adni a terheléseket, ami a vazlat szerinti 5 kN-os koncentralt erdt jelent (6.19.
abra). A terhelés megadasakor ne feledkezziink meg arrél, hogy az erdk irdnyat a globalis
koordinata-rendszerben kell megadni, azaz a lefelé mutatd terhelések negativ eléjellel szere-

pelnek.

I Fie Edt Geometry Meshing Propsets [[EEERcel Control Display Analysis Resuls Windows Help

Thermal »
Fluid_Flow >
E-Magnetic >
Load_Options ~ »
Function_Curve

Displacement  »

Pressure >
Master DOF  »
Coupling »
Bonding »

»

Gravity

Define by Nodes

Define by Points
Define by Curves
Define by Surfaces
Define by Contours
Define by Regions

Delete by Nodes
Delete by Points
Delete by Curves
Delete by Surfaces
Delete by Contours
Delete by Regions

Plot
List

Beginning Node |36
Force label |FY: Forcein ol

Value
EndingNode [36
Increment [T -
[ ok ] Help | _ Cancel |

6.19. abra. Koncentralt eré definidldsa

Az elkésziilt végeselem modellt mutatja be a 6.20. abra.

www.tankonyvtar.hu
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6. Sikbeli hajlitott rudak vizsgalata 99

6.20. abra. Az elkésziilt végeselem modell

Az elkésziilt a végeselem modellen linedris statikai szamitast futtatunk (6.21. abra).

)jF\\e Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control DlsprayResults Windows Help
Restart

Renumber

Reaction

Data Check

Run Check

List Analysis Option

Output_Options »
Static ld  Activate Load Case
Frequency(Bucking »  List Load Case
Post_Dynamic | Adaptive Method
Nonlinear » P-Order Labels
Optimize/Sensitivity »

Static Analysis Options
Fatigue »
Heat_Transfer » FFE Static Options
P s ) Asymmetric Load Options
Electro_Magnetic  » igzsé:ﬁ”:r“”'s Oetions
Hi-Freq_EMagnetic  »

Activate Stress Calc
Define Submodel

Run Static Analysis

Run Stress Analysis

Substructure »
Crack >
ASME_Code »
I_Integral_Curve »

6.21. abra. Linearis statikai vizsgalat futtatasa

A sikeres futtatas utan kovetkezhet az eredmények megjelenitése és értékelése.
A rudakban keletkez6 fesziiltségek megjelenitése (6.22. abra) tobbféleképpen is torténhet.
A TRUSS elemekhez hasonloan a BEAM elemek esetében is a fesziiltségadatok csak az
elemen és csak annak koordinata-rendszerében értelmezhetdek.

Load case number |1

Component |VUN von Mises Stress

Stress flag |

Layer number [1

Face flag (Shell] IU: Top LJ
Coordinate system |0
Contour Plot I Yector Plot ] I Section Plot I Help | Cancel ]

0.22. abra. Fesziiltségek megjelenitése
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100 Végeselem-mdodszer

A kapott eredményeket mutatja a 6.23. abra. A deformaci6 természetesen nem valds, azt a
program egy meghatarozott nagyitassal dbrazolja, hogy a terhelés hatasara végbemend folya-
matok felismerhetéek legyenek. Figyeljik meg, hogy a rudak az igénybevételek hatasara
meggorbiiltek, ami a hajlitadsnak kdszonhetd.

6.23. abra. A megjelenitett fesziiltségek deformalt alakon

Lehetdség van az elemekben keletkez6 fesziiltségek komponensenként torténd megjelenitésé-
re. A megjelenitési beallitasokat és a kapott eredményeket a 6.24. dbra mutatja. A szilardsag-
tanban tanultaknak megfelelden a negativ eredmények a nyomofesziiltségre utalnak.

[C] Fie Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Resuks Windows Help

2: Element

Face flag (Shel) [0: Top

Coordinate system [0

Contour Plot | Vector Plot | Section Plot | Help | Cancel

0.24. abra. Fesziiltség komponensek vizsgalata
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Kovetkezo 1€pésben a tartd lehajlasat, azaz y irany elmozdulasait vizsgaljuk (6.25

{5/ Fie Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Anaiyslsznduws Help
Combine Load Case
List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results
Read Post-Dyn Response

Setup »

(o e

List » Animate

Extremes »  Deformed Shape
T BeamDiagrams

Stress

Strain

Thermal

Fluid Flow
Electromagnetic
Fatigue

Path Graph

. abra).

Load case number |1
(BB Displacement [Y il X

et skt Coordinate system [0

User Animate Contour Plot] Vector Plot| Iso Plat| Section Plot| Help | Cancel

6.25. dbra. A lehajlas vizsgalat

A kapott eredményeket a 6.26. abran talaljuk. A negativ szamok az y tengely iranyaval ellen-
tétes, lefelé torténd elmozdulast jelentik, értékiik pedig megfelel az altalunk vélasztott mér-

tékegység rendszernek, azaz jelen esetben m-ben értendok.

(mf
L1

6.26. abra. Deformaciok vizsgalata

A BEAM clemek esetében lehetdség van a nyomatéki és nyirderé abrak megjelenitésére is

(6.27. abra).
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] File Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis [GESHEN Windows Help
Combine Load Case
List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results
Read Post-Dyn Response

Setup 2
B ety et

List » Animate

Extremes »  Deformed Shape
Beam Diagrams
Stress
Strain
Displacement/Response/Reaction 2
Thermal Load case [1
Fluid Flow Force label [VS: Shearing Force (S dir) |
Becomagnetc Beginring Element [FF: Al Force
Fatigue /S: Shearing Force (§ di)

Ending Element |\/T: Shearing Force (T dir)

Path Graph Inerement | TR: Torsional Moment
User Result MS: Bending Moment [S dif
User Animate [T Bending Monent (Ll

6.27. abra. Nyomatéki abra megjelenitése

A hajlitobnyomatéki abrat 6.28. abra mutatja. A statikdban altalaban a rad huzott szalara rajzol-
juk a hajlitonyomatéki abrat. A végeselemes megoldason alapuld programrendszerek esetében
ez nem minden esetben teljesiil. A nyomatéki abra ugyan Iéptékhelyes, de szdmszerii adatok
leolvasasara nem ad lehetdséget. Mégis jol hasznalhatd, kiilondsen a kis igénybevételii helyek
meghatarozasahoz, amire példaul hosszi, egyetlen szelvénybdl nem gyarthaté rudak esetében
lehet sziikség a toldas helyének kijeldlésekor.

(7] Fie £ Geameby Mashing Propsets LosckoC sy Analyss Resuks Weedows _Heb

6.28. abra. Hajlitonyomatéki abra

Lehetdség van a tamaszokban keletkezo reakcioerdk és nyomatékok szdmszerii megjelenitésé-
re. Erre mutat példat a reakcider6k meghatarozasaval és a kapott eredmények bemutatasaval a
6.29. abra.
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DFiIe Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis ¥

Windows Help
Combine Load Case

List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results

Read Post-Dyn Respanse

Setup
Plot

Li:
Extremes

Stress Component
Strain Component

Shear/Moment Value
Beam End Force
Spring Force

Gap Force

Natural Frequency

Thermal Result

Flow Result

Flow Properties
E_Mag Result

HF Emag Result
Fatigue Usage Factor

Load case number |1

Set number |1: Displacement and rotation .

Increment |1
Coordinate system [0
oK Help |

Cancel |

[ DIsLIST,1,2,1,96,1,0

-1.851=+002
75 1.95le+002
0.0002+000

-2.2322+002
8.2222+008
5.000a+008

0.000=+000
0.0002+000
0.0002+000

2.862e+002
6.5592+002
5.000e+002

6.29. abra. A tamaszokban keletkezo reakcioerok

Az elemekben keletkezd erd- és nyomaték komponensek szamszerli megjelenitése talalhato a

6. 30. abran.

UFde Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis X

[ SMLIST,1,1,93,1

Elem

1 1.000 &.74e+008 9.78e+002
0.000 2.74e+008 9.78e+002
3 1.000 &.74e+008 9.78e+002
0.000 2.74e+008 9.78e+002
ke 1.000 2.74e+008 9.78e+002
0.000 2.74e+008 9.78e+002
la 1.000 2.74e+002 9.78e+002
0.000 2.74e+008 9.78e+002
s 1.000 2.74e+002 9.78e+002
0.000 2.742+008 9.78e+002
g 1.000 2.74e+002 9.78e+002
0.000 2.742+002 9.78e+002
o 1.000 2.74e+002 9.78e+002
0.000 2.742+008 9.78e+002
] 1.000 2.742+008 9.78e+002
0.000 2.742+0028 9.78e+002
3] 1.000 2.74e+002 9.78e+002
0.000 2.742+002 9.78e+002
o 1.000 2.74e+002 9.78e+002
0.000 2.742+008 9.78e+002
11 1.000 2.74e+002 9.78e+002
0.000 2.742+008 9.78e+002
12 1.000 ©.74e+002 9.78e+002
0.000 2.742+008 9.78e+002
12 1.000 ©.74e+002 9.78e+002
0.000 8.742+008 9.78e+002
14 1.000 ©.74e+008 9.78e+002
0.000 8.742+008 9.78e+002
15 1.000 ©.74e+008 9.78e+002
0.000 8.742+008 9.78e+002
15 1.000 ©.74e+008 9.78e+002
0.000 8.742+008 9.78e+002
17 1.000 ©.74e+008 9.78e+002
0.000 &.74e+008 9.78e+002
e 1.000 ©.74e+008 9.78e+002
0.000 &.742+008 9.78e+002
s 1.000 ©.74e+008 9.78e+002
0.000 &.742+008 9.78e+002
o 1.000 &.74e+008 9.78e+002
0.000 &.742+008 9.78e+002
1 1.000 ©.74e+008 9.78e+002
0.000 8.74e+008 9.78e+002
2 1.000 &.74e+008 9.78e+002

0.00e+000

0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000

Combine Load Case

wWindows Help

List Combined Load Cases
Average Nodal Stress

Available Results

Setup
Plot
-1.79e-008 [
Extremes

0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000
0.00e+000

-5.79e+002
-4.822+002
-6.75e+002
-5.79e+002
-7.72e+002
-6.75e+002
-8.68e+002
-7.72e+002
-9.652+002
-8.68e+002
-1.06e+002
-9.65e+002
-1.16e+002
-1.06e+002
-1.25e+002
-1.16e+002
-1.25e+002
-1.25e+002
-1.45e+002
-1.85e+002
-1.54e+002
-1.45e+002
-1.64e+002
-1.54e+002
-1.74e+002
-1.64e+002
-1.82e+002
-1.74e+002
-1.98e+002
-1.82e+002
-2 .08e+002
-1.98e+002
-2.12e+008 ¥

Read Post-Dyn Response

Displacement/Response/Reaction
Stress Component
Strain Component

Beam End Force
Spring Force

Gap Force

Natural Frequency

Thermal Result

Flow Result

Flow Properties
E_Mag Result

HF Emag Result
Fatigue Usage Factor

06.30. dbra. Az elemekben keletkezo erd- és nyomaték komponensek

A csomopontokban atadodo erdk és nyomatékok megjelenitését és a kapott eredményeket a 6.

31. dbra mutatja.
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mFiIe Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis [GEEFEN Windows Help
Combine Load Case

List Combined Load Cases
Average Nodal Stress

[ZJ BEAMRESLIS 1,1,93,1 (=13 Availble Results

Read Post-Dyn Response

AXIAL AR_ EAR_ TORQUE MOMENT_& MOMENT_T
P/A / He/St SHIN SMAX Setup »
[ELEMENT : 1 - Plot »
1 -2.786e+002 -9.7772+002 0.000e+000 0.000e+000 0.0002+000 -6.546e-011 = & - -
2.47624005 0.0002+000 1.4252-008 2.4752+008 2.4752+005 Displacement/Response/Reaction
2 2.7236e+002 9.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 —-3.6462+001 Extremes »  Stress Component
2.4782+006 0.000e+000 -2.0992+006 2.783e+005 4.5772+006 &
IELEMENT : 2 Strain Component
2 -2.726e+008 -9.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 9.6462+001
2.4782+006 0.000e+000 -2.093e+006 3.783e+005 4.5772+006 Shear/Moment Value
2 2.7236e+003 9.7772+002 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000 -1.929=+002
2.4782+006 0.000e+000 -4.1992+006 -1.721e+006 6.6772+006 5
ELEMENT : @ Spring Force
2 -2.726e+008 -3.777e+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 1.9292+002 Gap Farce
2.4782+006 0.000e+000 -4.1992+006 -1.721e+006 6.6772+006 Nabural Fraidusiicy
4 2.7262+008 9.777e+002 0.0002+000 0.000e+000 0.000e+000 -2.8342+002
2.4782+006 0.000e+000 -6.2982+006 —2.821e+006 ©.7762+006
lELEMENT - 2 Thermal Result
4 -2.7236e+002 -9.777e+002 0.000e+000 0.000e+000 0.000=+000 2.834e+002 Flow Result
2.4782+006 0.000e+000 —-6.2982+006 —2.821e+006 ©.7762+006 Flow Properties
5 2.7236e+002 9.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 -8 .858a+002
2.4782+006 0.000e+000 —-8.3982+006 —5.920e+006 1.0882+007 E_Mag Result
[ELEMENT = 'S HF Emag Result
5 -2.7236e+008 -9.777e+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 &.8582+002 N
2.4782+006 0.000e+000 —-8.3982+006 -5.920e+006 1.0882+007 Fatigue Usage Factor
6 2.726e+002 9.777e+002 0.000e+000 0.000e+000 0.0002+000 -4.823e+002
2.4782+006 0.000e+000 -1.0502+007 -6.019e+006 1.2972+007
ELEMENT : &
6 -2.726e+002 -9.7772+002 0.000e+000 0.000e+000 0.0002+000 4.823e+002
2.4782+006 0.000e+000 —-1.0502+007 —-8.019e+006 1.297e+007
7 2.736e+002 9.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 —-5.7882+002
2.4782+006 0.000e+000 —-1.2602+007 -1.012e+007 1.5072+007
ELEMENT : 7
7 -2.736e+002 -9.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 S.7882+002
2.4782+006 0.000e+000 —-1.2602+007 -1.012e+007 1.5072+007
& 2.736e+002 9.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 —-6.7522+002
2.4782+006 0.000e+000 —-1.4702+007 -1.222e+007 1.7172+007
ELEMENT : ©
8 -2.7362+002 -9.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 6.7522+002
2.4782+006 0.000e+000 —-1.4702+007 -1.222e+007 1.7172+007
2 2.736e+002 9.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 —-7.7172+002
2.4782+006 0.000e+000 —-1.6602+007 —-1.4232e+007 1.927e+007
ELEMENT : 9
9 -2.736e+002 -2.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 7.7172+002
2.4782+006 0.000e+000 -1.6802+007 -1.432e+007 1.9272+007
10 2.736e+002 9.7772+002 0.000e+000 0.0002+000 0.000e+000 —-8.581e+002
2.4782+006 0.000e+000 -1.8692+007 -1.642e+007 2.1372+007 v

6.31. abra. A csomopontokon dtadodo erdk és nyomatékok

Az elemekben keletkez0 fesziiltségkomponensek megjelenitését mutatja a 6.32. abra.

[CJFile Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis [GERNEH) Windows Help
Combine Load Case
List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results
Read Post-Dyn Response

Setup
Plot

List
Extremes

lacement/Response/Reaction

Strain Companent

Shear/Moment Value
Beam End Force
Spring Force

Gap Force

Natural Frequency

Thermal Result

Flow Result

Flow Properties
E_Mag Result

HF Emag Result
Fatigue Usage Factor

6.32. abra. Az elemekben keletkezo fesziiltsegek

A szamszerli eredményeket megjelenitd tablazatok hianyosnak tlinhetnek, tobb komponens
érteke 0. Ennek magyarazata, hogy a BEAM2D elemek esetében a tartd sikjara merdleges
nyiréerd ¢€s a tartd sikjaba esd hajlitonyomaték nem johet létre, illetve esetiinkben
csavaronyomaték nem terhelte a tart6t, a kiils6 erék pedig nem okozhattdk az elemek elcsava-
rodasat.

6.4. Megjegyzések

A feladat megoldasa soran nem foglalkoztunk a nyomott rudak kihajlasaval. Egy valos feladat
esetén ezt vagy végeselemes megoldassal, vagy a nyomoerdk ismeretében a klasszikus radel-
méletben tanultak alapjan ellendrizni kellene.

A feladat megoldasa soran az onsulybol szarmaz6 igénybevételt elhanyagoltuk.
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6. Sikbeli hajlitott rudak vizsgalata 105

Az el6zd két probléma megoldasara a tananyag BEAM elemekkel foglalkoz6 tovabbi fe-
jezeteiben adunk megoldast.

Tovabba, nem vizsgaltuk és ezzel a modellel nem is vizsgalhatnank az egyes elemek kap-
csolatait. A kapcsolatok kialakitasaval, viselkedésével és méretezésével a szerkezettervezés
kiilon fejezetei foglalkoznak.

Ehhez a feladathoz hasonl6 feladatban a statikailag hatarozatlan szerkezetben a reakcio-
er6k meghatarozasat talaljuk meg Muttnyanszky Adam, Szilardsagtan cimii konyvének 11.13.
példdjaban. A feladat hagyomanyos médszerekkel torténd megoldasa sok tanulsaggal szolgal.
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7. A POTENCIALIS ENERGIA MINIMUM ELVENEK
ALKALMAZASA TERBELI HAJLITOTT RUDELEMRE, RITZ-
MODSZER ES VEGESELEM MODSZER ALKALMAZASA

7.1. Térbeli rudelem variacios feladata

A tananyag 5. fejezetében sikbeli htizott-hajlitott radelemek vizsgalataval foglalkoztunk. Ezen
elemek csomopontjainak harom-harom szabadsagfoka volt, a sikban torténd kétirdnyu elmoz-
dulés és a sikban torténd szogelfordulas.

Ebben a fejezetben az ott leirtakat kibévitve haromdimenzios radelemeket vizsgalunk. Az
elem elhelyezkedését a lokalis koordinata-rendszerben, valamint az alkalmazott jeloléseket a

7.1 abra mutatja.
y

n
w 1
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7.1 abra Az elem elhelyezkedése a lokalis koordindta-rendszerben

Az abran is lathato, hogy a csomdpontok szabadsagfoka kibdviil az x-z sikban torténd elmoz-
dulassal, az x-z sikban torténd szogelfordulédssal és 1 elemként az x tengely koriili szogelfor-
dulassal, azaz elcsavarodassal.

A korabbiakat kiegészitve, a rad elcsavarodasa és a csavard nyomaték kozott linearis a
kapcsolat, igy a csavaré nyomaték munkaja:

W=—Mp (7.0)
M, L
_ 7.2
PG (7.2)
igy:
2
wo L ML (7.3)
2G |

p

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a végeselem modszer alapegyenlete a kovetkezo linearis
egyenletrendszer:
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Ku=F (7.4)

amely jelen esetben a két csomopontl, 12 szabadsagfoku elemre:

Ky Ko oo oo oo K, Yy Fui
T A Fr,
Wy Fe;
2 M,
71 My,
A My, (7.5)
U, Fuz
vV, Fr,
W, Fs,
?, M,
V2 My,
_k12,1. . k12,12_ L

crcr

fiiggvényekkel irjuk le. Egy pont elmozduldsdnak koordinatai ily mdédon:

0,00 = 3 v (U, (7.6)
u, (x) :Z\I’yk(x)uk (7.7)
UZ(X) :ZWZK(X)UK (78)

A Wy, Wy, Wy interpolacios fliggvények kielégitik a peremfeltételeket (x=0 esetén érte-
kiik 1, x=L esetén pedig 0), tovabba x szerint derivalhaték. A Bernoulli hipotézisnek megfele-
16 radelem esetében a rud x tengely iranyu elmozdulasait (megnytlas) és x tengelye koriili
elcsavarodasat linearis interpolacios fliggvényekkel kozelithetjiik:

X
V=¥ zl_t (79)

x

Vi =W¥xo0=7 (710)

—

© Moharos Istvan, OFE www.tankonyvtar.hu




108 Végeselem-mdodszer

Wio =Wxa =Wya =Vys =Wis =W =Wy =Va1 =V, =0 (7.11)

Az elem x-y és x-z sikban torténd hajlitasanak kozelitésére pedig harmadfoku interpolaci-
0s fiiggvényeket alkalmazunk:

2 3
X X
=y,,=1-3 2| +2/ = 7.12
l//y2 lr//z:% (L) (Lj ( )
X X ? X :
vomvn 1) (2 o
X ? X :
—y,=3=| -2 = 7.14
vumvo={ ] 4] 71
X ? X :
V12 :V/zn:[_(tj "{E) JL (7.15)
l//yl :l//y4 :l//ys :l//y7 :l//yg :l//ylo :l//yll :l//zl :l//yz :l//y4 :l//yG :l//y7 :l/lys :l//ylo :l//ylz :O (716)

Ezek a fliiggvények eldallithatok egy Bernoulli hipotézisnek megfeleld, végpontjain kon-
centralt erével és koncentralt nyomatékkal terhelt rid elmozdulasainak analitikus megoldéasa-
val. A teljes potencialis energia (az alakvaltozasi energia és a kiilsé er6k munkajanak kiilénb-
OIT=03(U—-L)=0. Ebbdl kovetkezik, hogy e tétel alkalmazasa az alakvaltozasi energia val-
tozasanak vizsgalatan alapul, kovetkezésképpen az egyes terhelési esetekhez tartozo alakval-
tozasi energia kifejezések felirasa indokolt.

Hossziranyu alakvaltozasok (megnyulas) esetén az alakvaltozas:

ou,
OX

2 5 2o
&y = Z_‘//xk (X)-uy ZZV/ w (X) U, (7.17)
T OX k=1

fgy allando keresztmetszetii rid esetén a potencialis energia:
1 L , 1 L 12 2
U =2 [EAsiox= | E/{Zw'xk (X)-u(x) j dx (718)
x=0 x=0 k=1
Az elem merevségi matrixanak ij-edik kij; eleme a k=1 és k=7 esetre:

o o 1% _ (& C o
i j “x=0 k=1 x=0
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7. A potenciélis energia minimum elvének alkalmazasa 109

Az x tengely koriili csavaras esetén az alakvaltozas:

ou 12 a 12
8)()( :Z&V/xk (X)-u, :zl/llxk (X)-uy (7.20)
1 k=

Vx =

fgy alland6 keresztmetszetii rad esetén a potencialis energia:
1 L 1 L 12 2
U=> jcalpyfolx:E j Glp(zw'xk (x)-u(x)j dx (7.21)
x=0 x=0 k=1

Az elem merevségi matrixanak ij-edik kj; eleme a k=4 és k=10 esetre:

o o 1k (122: ’ j
=——=| Gl W' (X)-U J dx= |Gl ' (' (X) dx (7.22)
! Gui 8uj 2x:0 P k=1 “ ‘ x=0 ’ J

A rudelem hajlitdsa esetén a potencialis energia a szogelfordulas fiiggvénye (a nyiras altal
okozott alakvaltozast a Bernoulli elmélet alapjan elhanyagoljuk) Az x-y sikban torténd hajli-
tas eseten:

o%u 12 52 12
¢, = 8X2y :Zylﬂyk (X)-uy :zl//"yk (X)-u, (7.23)
k=1 k=1

Igy alland6 keresztmetszetii rid esetén a potencialis energia:

L

Az elem merevségi matrixanak ij-edik k;j; eleme a k=2, k=6, k=8, és k=12 esetre:

o & 1% (i i j
. =——=| El, ", (X)-u, j dx=| ElLy",, (Qy", (X) dx (7.25)
baueu 2, NG o ’ g

Konnyt belatni, hogy a radelem x-z sikban torténd hajlitdsa a fentiektdl csak abban kii-
16nbozik, hogy a rudelem keresztmetszetének z tengelyre szamitott masodrendi nyomatéka
(1) helyett az y tengelyre szamitott I,-nal kell szamolni. Igy az elem merevségi matrixanak i-
dik, j-dik kij eleme a k=3, k=5, k=9 és k=11 esetre:

o 815 12 ?
k.=———=| El "o (X)-u dx =
ij aui auj 2X:0 y(;lﬂ zk( ) k j

E1 ™, (0w, () dx (7.26)

x=0

Ezzel az elem merevségi matrixa:
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110 Végeselem-mdodszer
AE 0 0 0 0 o -AE 0 0 0 0 0
12LE3|Z 0 0 0 GIEZI 0 _12LE3|Z 0 0 0 szlz
12El 6EI 12EI 6EI
0 0 L3y 0o - Lzy 0 Lsy - Lzy 0
Gl, Gl,
0 0 0 - 0 0 0 0 0 - 0 0
6EI 4EI 6EI 2El
0 0 -—7 0 Y 0 0 0 -~ 0 Y 0
L L L L
0 6E2Iz 0 0 0 4El, 0 _6E2Iz 0 0 0 2El,
K — L L L L
e
_AE 0 0 0 0 0 AE 0 0 0 0 0
0 _12|53|Z 0 0 0 _6E2|Z 12I53Iz 0 0 0 _6E2IZ
L L L L
12El, 6EI, 12E1, 6EI,
0 0 BE 0 E 0 0 0 5 0 > 0
Gl, Gl,
0 0 0 - 0 0 0 0 0 - 0 0
6EI 2EI 6EI 4E|
0 0 -— 0 Y 0 0 0 -~ Y 0
L L L L
0 6El, 0 0 0 2B, _BEL 0 0 0 4El,
L L? L L2 L |

Az elem merevségét a globalis koordinata-rendszerben a 5. fejezetben leirtakhoz hasonlo-
an egy transzponalasi matrix segitségével allitjuk el6. A transzponalasi matrix jelen esetben
12x12 méretii, a 7.2 abra szerinti jelolésekkel:

[ cacp
-sp
—soacpP
0

O O O O O o o o

ahol: c¢—cos

S - sin

casf  sa
cp 0
—sasp ca
0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0
0
0
cocp
sB
—soacp
0

o O O O O

0 0

0 0

0 0
—casf  sa
cp 0
sasp  ca
0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

O O O O o o

cocp
-sp
—sacp
0
0
0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
casf  sa
cp 0
—Sasp ca
0 0

0 0

0 0

Ezzel az elem merevségi matrixa a globalis koordinata rendszerben:

T

[
I~
7
-

@

www.tankonyvtar.hu

O O O O O O O O o

cocp

sp

—sacp

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
—Ccasp sa
cp 0
sasp  ca |
(7.27)
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7. A potenciélis energia minimum elvének alkalmazasa 111

7.2 abra Az elem elhelyezkedése a globdlis koordindta-rendszerben

7.2 Feladatmegoldas végeselem modszerrel
Egy szabadtéri kozlekedési ut felett elhelyezett informacios tablat a 7.3 dbran bemutatott tar-
tora helyeziink. A tabla tomege 50 kg. A kornyezeti hatasokbdl (szél) a tart6 sikjara merdle-

ges 300 N-os eréhatas keletkezik.

Yi

F=500 N
— F=300 N
S
o
Z/
X

7.3 abra A vizsgalando tarto

A végeselem modellt a kisebb szamitési igény miatt a 7.4 dbra szerint az x-y sikban hozzuk
1étre, igy a fent leirtak szerint csak a 2. rud transzformalt merevségi matrixat kell eldallita-

nunk.

www.tankonyvtar.hu
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112 Végeselem-mdodszer

F=500 N

7.4 dbra A vizsgdlando tarto elhelyezése a globdlis koordindta-rendszerben

A 2. elem merevségi matrixara bevezetve a kdvetkezd jeloléseket:

ky, 0 0 0 0 0 k. 0 0 0 0 0
0 kyy 0 0 0 ky 0 ky 0 0 0 k.,
0 0 ky 0 ky 0 0 0 ky 0 ko0
0 0 0 Kk, 0 0 0 0 0 ko 0 0
0 0 kg 0 kg 0 0 0 kg 0 kg o0
e 0 kg 0 0 0 kg 0 kg 00 0 k.,
20k, 0 0 0 0 0 k., 0 0 0 0 0
0 kg 0 0 0 kg 0 kg O 0 0 kg
0 0 kg 0 koo 0 0 0 kg 0 kg0
0 0 0 kg 0 0 0 0 0 kg 0 0
0 0 kyy 0 ks 0000 kg 0 Ky 0
ot B 2 B el Ky 00 0 Rppg

az elem merevségi matrixa a globalis koordinata-rendszerben:
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< 0 0 0 ' 0 0 0
a2 4 4 2 44 ] 4 2
Tk Aiaid
0 X 0 o 0 L 0 K28 0 L 0 al
2 2 2 2
/3 3k 3 3x17 339 3k17 9
ki1 K 0 Kl k3, 0 K 0 k17 f3x39 0 17 39 o K311 0
4 4 4 s 2 4 4 4 a4 2
| 0 0 k44 3kes 0 3kd4  J3k66 0 0 0 J3xa10 3612
2 4 4 4 4 4 4
3ks3 3 3459 3
NI 0 . 0 ks 0 AZED 0 £ 0 ksl 0
2 2 2 2
ETVTRRN G T 3 6 344 3x612 3 12
0 Kb 0 J3kst /3 k66 0 3k ko 0 k68 0 J3kd10 /3k612 0 34410 k612
2 4 4 4 4 2 4 4 4 4
k5
- 39 3x7 3 39 77 3 k99 3 39 /349
k71 393 0 3k {3x9 0 J3%9s 0 3 3x99 0 K Y34 o 35911 0
44 4 4 2 4 4 4 4 2
386 0 34812 2
0 w2 0 YA 0 1 0 w8 0 i 0 Bl
2 2 2 2
3471 3k93 3471 3 9 3 3499 3 ¢
v v 13 0 ko 0 k9 0 X v 99 0 k k99 0 k91l 0
) 4 PR 2 4 ) 4 3 2
0 J3ki22 0 k04 3ki26 0 3k104 /3126 0 3ks128 0 K010 3ki212 0 J3xo0 3212
2 4 4 4 4 2 4 4 4 4
ki3 [3x119 9
& 0 LI 0 Kiis 0 hulid 0 ALY 0 ki 0
2 2 2 2
1 ki 3x126 3 26 812 3 3ki212 3 212
‘ 0 k122 o [3x1 J3x126 0 K103 k126 o k8128 o J3x010  \[3x121 0 K010 k1212
{ 2 4 4 4 4 2 3 4 4 4

A két elem merevségi matrixat kombinalva, a k6z0s csomopontban a merevségétékek 6sz-
szeadddnak. Igy a rendszert leird, megoldando6 egyenletrendszer:

elmozdulasvektort:

Az egyenletrendszer megoldasa soran a megfogds 0 elmozdulési
azaz a merevségi matrix e helyekhez tartozé sorait és oszlopait torolhetjiik. Esetiinkben ez az
elsé hat sor és oszlop. Igy kapjuk az un. kondenzalt merevségi matrixot, és a megoldando
egyenletrendszert. Az adatokat behelyettesitve, az egyenletrendszert megoldva kapjuk az

© Moharos Istvan, OFE

Ky kip kis K kis kis ki ki Kl Kizo ki ki 0 0 0 0 0 0 0] [ F
Ko Kip Kiy Kpy Kis K ka7 Ksg Kb K310 Kp1s Kp1z 0 0 0 0 0 0 0 Fry
Ky ki ki ki ks Ky Ky Kig Kso Ki1o Kaig Kb 0 0 0 0 0 0|0} |FR
Kip ki Kia Kis Kis Kig Ki7 Kig Kio Kizo Ki1s Ki1z 0 0 0 0 0 0 0 My
ke Ky ks kse ks ki kg7 ksg Kso ke1o Ks11 Ks1z 0 0 0 0 0 0 0 Mgy
Koy koo Kea Kea Kis K Kg7 Kss Kso Ks10 Ke1s Ke12 0 0 0 0 0 0 0 Mg,
Kip ki Kig Ky Kis Kig Kip+kfy kig+kfy Kig+kis Kio+rkfs Kin+kis Kip+rkls ki ki Ko Kkio Ky k|| 0 (7 28)
Kei Kz Kis Koo Kos Kie Kir+k3y Kag+kd, Keo+K3s Kprotkds Keutkds Keiotke K3 k3g K3 Kkhio K K3io|| Ve 0 )
k§1 kéz kés kéA kés kée Kg7+k3;  Kog+ksy Kgo+kiz Kootkis Kopg+kss k%nz*‘ k%s k§7 k§5 k§9 k§1o k%n k§12 W2 0
Klor Kioz Kios Kios Kios Kios Klor+Kii Kioa+kiz Kioa+Kis Kloiotkie Kiourtkis Kiowotkis Kir Kis Ko Kino Ko Kino|| @2 0
K Ko Kis Kiis Kiis Klie Kiiz+kdy Kiigtk, Kliotkés Kiniotkds Klitks Klio+rkds ki ki ko Kiio Kby Kiip||72 0
Kz Kizz Kizs Klos Kizs Kize Kiar+kiy Klog+kd, Kizo+kds Kiaiotkds Kizirrkds Kiziz+k3s ka7 k3s ki kbio Kkbii Kiio|[M2 0
0o 0 0 0 0 0 K2, k2 Kb K2, K3 K Ko Kig Kig ki ki Kipp||Us -500
o o0 0 0 0 0 ke ke ké3 Kés Kés kés ki Kis Kio Kiio Kby Kia||Vs 0
o o0 0 0 0 0 k& ks ké3 kés ks kés ki Kgs Kio Kiio kbii K3io||Wa| |-300
o 0 0 0 0 0 Kfor Koz kfos Kfoa Kfos kfos Ko7 Kios kbos Kioro K011 Kiorz| | 93 0
0o 0 0 0 0 0 ki1 ki1 ki1 ki1 kf1s ki1 Ky Kie kg Ko Kiiig K| | s 0
[0 0 0 0 0 0 kf21 kf2o kfzs kf2a kf2s kfze K27 ki Kiao Kizio K11 k12212, LMs ] 0]

helyeit kihagyhatjuk,
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114 Végeselem-mdodszer

[u, | [-0.0000040933278755628325829 ]
Vv, 0.0069897483690587138863
w, 0.008647570933808134537
@, -0.0045399747402492706319
Vo - 0.0057650472892054230247
U= m | _ 0.003994141925176407935 m (7.29)
Us -0.019975826285726493216
V3 0.028770303554786313407
W, 0.020175893049255852386
3 -0.0062694889270108975393
V3 -0.008647570933808134537
|75 | | 0.0049926774064705099188 |

Az eredmények ismeretében a reakciderdk szamithatok a teljes rendszer egyenletrendszer-
ének a reakciderdkhoz tartozo egyenleteibdl, ami jelen esetben az elsd hat sor:

Fre = ki -u, =500.000000000000000001235 N (7.30)
Fry = Kig -V, + K31, 77, =1.5301999986150468986847¢ - 17 N (7.31)
Fr, = k3o - W, +k3,; - 7, =-300.00000000000000001297 N (7.32)
Mg, = K310 @, = 779.42286340599478208459 Nm (7.33)
Mg, =kig - W, +Kay; - 7, =1299.0381056766579701327 Nm (7.34)
Mg, = kag -V, + kg1, - 77, = -1350.000000000000000013 Nm (7.35)

7.3. Megjegyzések

Nem foglalkoztunk a fejezetben a nem kor vagy korgytra szelvényekkel. Az ilyen szelvények
bizonyos keresztmetszeti tulajdonsagai csak kozelito eljarasokkal hatarozhatok meg. A polaris
masodrendli nyomaték meghatarozasara ilyen modszer a vékonyfalu, zart szelvények esetében
a Bredt formula, nyitott, vékonyfali szelvények esetében pedig a Weber kozelitd eljaras.

Szintén nem foglalkoztunk aszimmetrikus szelvényekkel, amilyen pl: a hajlitott és henge-
relt U szelvény. Ezen szelvények esetében a nyirasi kozéppont €s a sulypont nem esik egybe,
a sulyvonal f6l6tti terhelés esetén a szelvények jarulékos csavardsnak is ki vannak téve.

Elhanyagoltuk tovabba a hajlitott tartokban a nyirasbol szarmazé alakvaltozasokat is az-
zal, hogy feltételeztiik a Bernoulli elméletnek megfeleld rudat.

A végeselem alapti programrendszerek mindharom problémat képesek kezelni a szelvény
geometriai tulajdonsagainak pontosabb vagy egyszeriisitett megadasa révén.
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8. TERBELI HAJLiT()TT RUDAK VIZSGALATA VEGESELEM MOD-
SZEREN ALAPULO PROGRAMRENDSZEREK SEGITSEGEVEL

8.1. Térbeli rudszerkezetek

A 6. fejezetben targyalt sikbeli, hajlitott rudakbol allo tartoszerkezetek elemeinek alakvaltoza-
sai csak a tarto sikjaban johetnek 1étre. A gyakorlati életben sok olyan esettel talalkozhatunk,
ahol e feltételek teljesiilésével alkotott sikbeli modell nem ad megfelelé pontossagot, a feladat
térbeli modell megfogalmazasat igényli.

Ilyen esetek lehetnek:

— asikbeli, de aszimmetrikus szelvényekbdl allé radszerkezetek,
— asikbeli, de a tart6 sikjara merdlegesen terhelt rudszerkezetek,
— térbeli kiterjedésti, tetszélegesen terhelt radszerkezetek.

A tananyag e fejezete ezekkel a tartoszerkezetekkel foglalkozik. A nyomott rudak stabili-
tasvesztésével a 9-10. fejezetekben foglalkozunk. A rudszerkezetek nyomott 6vében végbe-
mend horpadas, illetve a gerincek nyirdsi horpadésa kiilon vizsgalatot, illetve szdmitast igé-
nyel, amivel e tananyag terjedelmi okokbdl nem foglalkozhat.

A korabbi rudszerkezetekkel foglalkozd fejezetekben feltett kérdéseket tovabb bovitve
valaszt keresiink:

— akényszerekben keletkezd reakcioer6k nagysagara és iranyara,

— az egyes rudakban keletkez6 huzé-nyomé és nyirderdk, valamint a hajlito és a
csavar6 nyomaték ¢és ezek komponenseinek nagysagara €s iranyara,

— az er6k hatasara a rudak egyes pontjaiban keletkezé fesziiltségi allapotot jellemz6 ¢
és 1 fesziiltségek komponenseinek nagysagara,

— a szerkezet egyes pontjaiban keletkezé elmozdulasokra, illetve az egyes rudak defor-

crer

A korabbi fejezetben leirtakhoz hasonldan jelen esetben is tovabbi vizsgalatok targyat
képezheti a szerkezet stabilitdsa és dinamikai viselkedése is: sajatfrekvencia meghatarozasa és
a nyomott rudak kihajlasanak elemzése, amivel a késdbbiekben foglalkozunk.

Az el6z0 fejezetekben foglalkoztunk a racsos tartok kiilsé és belsd statikai hatdrozatlansa-
gaval. Latni fogjuk, hogy az ott leirtakhoz hasonloan a térbeli hajlitott radszerkezetekre vo-
natkoz6 feladatok végeselem-modszeren alapuldé megoldésa sordn is lényegtelen, hogy a szer-
kezet statikailag hatarozatlan, ez a megoldas menetét nem befolyasolja.

8.2. A modellezés soran alkalmazott végeselemek

A 4. fejezetben tisztaztuk, hogy a radszerkezetek modellezésére a végeselem programrendsze-
rekben altalaban kétféle elemtipus all rendelkezésiinkre, a csak huzé-nyomo igénybevételek
vizsgalatara alkalmas TRUSS elemek ¢€s a nyird, hajlito, illetve csavard igénybevételek vizs-
gélatara is alkalmas BEAM elemek, amelyek mindkét tipusabol a kettd-, illetve haromdimen-
zi6s feladatok megoldéaséhoz kiilon-kiilon elemtipus tartozik.

A végeselem mind a négy esetben kétdimenzids kiterjedésii, azaz egyetlen vonallal jelle-
mezhetd.

A TRUSS és a BEAM2D elemek tulajdonsagait a korabbi fejezetekben mar targyaltuk.
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116 Végeselem-mdodszer

8.2.1. A BEAM3D elemek tulajdonsagai

A BEAM2D elemek tulajdonsagaival a 6 fejezetben mar foglalkoztunk.

A térbeli fesziiltségi allapottal jellemezhet6 BEAM3D elemek altalaban a térbeli radszer-
kezetek, a sajat sikjukra merdlegesen terhelt sikbeli ridszerkezetek €s azok a sikbeli radszer-
kezetek, amelyek esetében a terhelés ugyan sajat sikjukban keletkezik, de a keresztmetszet
tulajdonsagai, aszimetriaja vagy antiszimmetriaja miatt elmozdulasaik térbeliek.

A BEAM3D elemek két- vagy harom csomopontos egytengelyli elemek, mindkét csomo-
pontjukban hat-hat —harom elmozdulasi és harom elforduldsi— szabadsagfokkal. Az elem
harmadik csomodpontja az elemhez kotott koordinata-rendszer y tengelyének iranyat jeldli ki.
Ezen harmadik csomdpont megadésa helyett elemtulajdonsagként definidlhatd egy orientacios
sz0g 1s, aminek funkcidoja megegyezik a harmadik csomopont megadasaval. Mi a feladat
megoldasa soran a harom csomdpontos megadast valasztjuk, mivel ez kozelebb all a mérndki
gondolkodashoz €s modellalkotashoz.

Az elemhez kotott koordinata-rendszert a 8.1 abra mutatja. A koordinata-rendszer x tenge-
lye az els6tél a masodik csomdpont irdnyaba mutat, az y tengely pedig az elem centralis f6-
tengelyére merdlegesen, a keresztmetszet elsé (nagyobb értékii) fdmasodrendii-nyomatékanak
iranyaba mutat, a z tengely pedig az x-y sikra merdlegesen, ezekkel a tengelyekkel jobbsodra-
su koordinata-rendszert alkot.

Y |

Szélesség

Szelvény magassag

8.1. abra. BEAMD3D elemhez kotott koordinata-rendszer

A linedris statikai vizsgalatokhoz sziikség van az egydimenzids elem és a valosagos, harom-
dimenzids kiterjedésti rad kozott kapcsolatot teremtd allandok megadasara, ami a BEAM3D
elemek esetében altalaban a 8.2 dbra szerint:

— a keresztmetszeti teriilet,

— akeresztmetszet y tengelyére szamitott masodrendii nyomaték,
— akeresztmetszet z tengelyére szamitott masodrendli nyomaték,
— akeresztmetszet legnagyobb magassaga,

— akeresztmetszet legnagyobb szélessége,
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8. Térbeli rudszerkezetek 117

a kapcsolddo elemek csomdpontjainak szabadsagfokai (6sszesen két adat),

a keresztmetszet polaris masodrendii nyomatéka, (lasd még 8.2.2),

a nyiras okozta deformaciot figyelembe vevo allando az y tengelyre, (1asd még 8.2.2),
a nyiras okozta deformaciot figyelembe vevé allandoé az z tengelyre, (14sd még 8.2.2),

a keresztmetszet orientacios szoge (csak ha nem az elem harmadik csomdpontjaval
definialjuk,

alaktényez6 a keresztmetszetben a csavarasbol keletkezd legnagyobb nyirdfesziiltség
szdmitasahoz, (lasd még 8.2.2),

a keresztmetszet sulypontjanak és a végeselem csomdpontjanak x-y-z iranyu eldjeles
tavolsaga mindkét végponton (Osszesen hat adat),

a keresztmetszet stlypontjanak és a keresztmetszet nyirasi kozéppontjanak y-z iranyu
elgjeles tavolsaga mindkét végponton (Osszesen négy adat),

a keresztmetszet sulypontjanak ¢és a fesziiltségszamitas szempontjabol mértékado
pontnak az y-z iranyu eldjeles tavolsaga (6sszesen két adat),

a keresztmetszet centrifugalis masodrendli nyomatéka.

Tovabba, a végeselem programrendszerekben altalaban lehetdség van a hossz mentén val-
tozd keresztmetszetli (sziikiil6-tapered), és hétechnikai szamitasokhoz hasznalt elemek tulaj-
donsagainak megadasara is. Ezekkel a tulajdonsagokkal e fejezetben nem foglalkozunk.

A programrendszerekben altalaban megadhatok a mérndki gyakorlatban gyakran hasznalt
keresztmetszetek, mint: —tdmor négyszog (pl. laposvas), lyukas négyszog (pl. hidegen hajlitott
négyszogszelvény), tomor kor (pl. gdmbvas), lyukas kor (pl. csd), I, L, T szelvények, trapéz
keresztmetszet, sth.— természetes méreteikkel.

A korszert(i, parametrikus tervezd rendszerek a modellek egyszeriisitésére gyakran kinaljak
lehetdségként, hogy a modellben kihtizassal vagy keretgeneratorral eldallitott, objektumokat
BEAM3D elemekké alakitjak, ezzel er6forrasokat takaritva meg a modellezéshez. Ebben az
esetben a keresztmetszeti adatok megadasara nincs sziikség, mivel azokat a program a valodi
3D modell méretei alapjan generalja.

y |

Tz _1.Dzsc _

Dysc

Dy

8.2. abra. BEAM3D elemek tulajdonsagai
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A modellalkotashoz sziikséglink lesz még a rud anyaganak jellemzdire. Ebben az esetben is
elegendd megadni az anyag rugalmassagi modulusat és a Poison tényezdt, illetve ha a szami-
tasok soran a szerkezet sajat sulyat is figyelembe kell venni, mint terhelést, akkor az anyag
striiségét is.

A BEAM3D elemek a linearis statikai vizsgalatokon kiviil alkalmasak az egyes rudak ki-
hajlasanak vizsgélatara, valamint végezhet6k veliik hétani szamitasok is hasonl6an a TRUSS,
illetve a BEAM2D elemekhez, ehhez azonban tovabbi allandok, illetve anyagjellemzék meg-
adasa sziikséges.

A BEAM3D elemek esetében a kapott eredmények is magyarazatra szorulnak. A nyir6-
erdk és hajlitonyomatékok értelmezéséhez nyujt segitséget a 8.3. abra.

Z /\
Mt

8.3. dbra. Erdk és nyomatékok a BEAM3D elemeken

8.2.2. A BEAM3D elem specialis tulajdonsagai

Nagysagrendi okok miatt a deformacidk szamitasanal a hajlitassal parosult nyirds esetében a
nyirast altalaban elhanyagoljuk. A tananyag 6. fejezetének 6.2.2 pontjaban bemutattuk, hogy a
végeselem modellezés soran hogyan lehet ezt figyelembe venni. Szintén abban a fejezetben
megadtuk néhany gyakran hasznalt keresztmetszet ezzel Gsszefiiggd tulajdonsagait.

Foglalkoztunk a nyirasi alakvaltozast figyelembe vevd tényezd egyszeriisitett meghataro-
zasaval a 8.4 abran megadott Osszefiiggéssel. Ezt az elvet ebben a fejezetben is fel fogjuk
hasznalni.

A keresztmetszet fs Az altalunk hasznalt Shear
factor
| % /‘ A
Gerinc_—— | y/ AlAgerine Ageringd A
| /‘/ A

8.4. abra. Az Sf tényezd egyszeriisitett meghatdrozasa
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Mivel a csavarasbol szarmazoé fesziiltségek sem egyenletesen oszlanak meg a keresztmetszet-
ben, ezért szdmitdsainkhoz szilikség lesz még a csavardsbol szarmazo legnagyobb 1 fesziiltség
meghatarozasahoz egy alaktényezd (Ctor) megadasara.

Kor, illetve vékonyfali korgytirli keresztmetszet esetén a legnagyobb 1 fesziiltség a keriilet
mentén keletkezik, igy:

Nem kor keresztmetszet(i rudak csavarasakor a sikok nem maradnak sikok (vetemednek),
az egyenes oldalélek is deformalodnak. A rad deformacidja és a keletkezd legnagyobb 1 fe-
sziiltség nagysaga és elhelyezkedése alapvetden a keresztmetszet alakjatol fiigg. A rugalmas-
sdgtanban megismert egzakt szamitasi eljarasok ezekre az esetekre nem allnak rendelkezésre,
igy csak kozelitd Osszefiiggéseket hasznalhatunk. Ilyen példaul Constantin Weber kozelitd
modszere, ahol:

1. =—C, = Kl ahol: lw: a Weber-féle polaris masodrendi nyomaték,

Kw: @ Weber-féle polaris keresztmetszeti tényezo,
Cior: az alaktényezo.

Kor keresztmetszet esetén természetesen IW=IP, KW=KP és Ctor=r.
Olyan nyitott keresztmetszeteknél (8.5 dbra) ahol h>>v, alkalmazhatjuk a részekre bontast

és igy:

2 (vih)
ly =n——,
w =N 3

IW
e
Ctor_vmax
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8.5. abra. Nyitott keresztmetszetek részekre bontasa

NN

S

Qs

Az m a részekre bontas hibajat korrigald tényezo, értékét néhany keresztmetszetre a 8.6. abra

tartalmazza.

Szelvény o -1
alakja | i
n 0,99 1,15 1,15 1,17 1,20 1,31

8.6. abra. Az n tényezo érteke néhany keresztmetszetre

www.tankonyvtar.hu
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8.3. Feladat megoldas

Mintafeladatként tekintsiik a 8.7 abran lathato, szabvanyos U120 szelvényekbdl késziilt keret-
szerkezetet, ami egy kezel6jarda elhelyezésére szolgalo, falra szerelhetd konzol. A kezeldjar-
dék hasznos terhébdl az egy konzolra juté mértékado terhelés 5000 N, ami egyenletesen meg-
oszlik a konzol fels6 €lén. A kezeldjardan torténd mozgasbdl a jarda iranyaba esd, vizszintes
erok is keletkeznek. Ezeket a hasznos teher 6%-aval, a keretszerkezet fels6 élén egyenletesen
megoszlo terhelésként vessziik figyelembe. A tarté megfogéasa csavarkotéssel torténik, a fiig-
goleges oszlop mindkét végétdl 100-100 mm tavolsagra.

Meghatarozandok a reakciderdk, valamint a rudakban keletkezd fesziiltségek nagysaga, a
tartd lehajlasa, tovabba a nyomatéki és nyirderd abrak.

=N

8.7. abra. A vizsgalando keretszerkezet

A feladat megoldéasa soran most is a kovetkezd eljarast kovetjiik:

— feladat elemzése,
— geometria létrehozasa a végeselemhalo generalasahoz,
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a végeselemek tulajdonsagainak meghatarozasa (elemtipus, fizikai tulajdonsagok,
anyagjellemzdk),

— peremfeltételek, terhelések meghatarozasa,

— a szamitasok lefuttatasa,

— akapott eredmények értékelése.

A keretszerkezetben felhasznalt U120 melegen hengerelt idomacél keresztmetszeti tulaj-
donsagait és a 8.8 abran bemutatott geometriai méreteit szabvanyok hatarozzak meg. Ezek az
adatok miiszaki tablazatokban, illetve tervezési segédletekben megtalalhatok.

A
'??J
%o
\Y
7 — j—
Nyirasi Sulypont
kozéppont
8 ﬂ/ Z
\
- 8% Y
! ) 0‘
|16, | | b2=275_|
30,3

8.8. abra. A felhasznalt szelvény geometriai méretei

A BEAM3D elem tulajdonsagainak megadasakor sziikségiink lesz olyan adatokra, melyek a
tablazatokban nem szerepelnek.

Elsdként hatarozzuk meg az elem z ¢€s y tengelyére szdmitott nyirasi alaktényezot. A sza-
mitashoz a tananyag 6.2.2 pontjaban bemutatott, a 8.4 dbran lathatd egyszeriisitett szamitast
hasznaljuk. Ennek az egyszertisitett szamitdsnak az alapja az, hogy az St tényezd kozelitd ér-
téke ugy szamithato, hogy a keresztmetszet alapvetden nyirdsnak kitett részeinek (a 6.2.2 fe-
jezet szerint a keresztmetszet gerince) teriiletét elosztjuk a szelvény teljes teriiletével. A szi-
lardsagtan foglalkozik hajlitott tartokban keletkezd nyirofesziiltségek keresztmetszeten beliili
eloszlasdval. A Zsuravszkij-féle Osszefiiggés alapjan a szelvény adott pontjadban keletkezd
nyiréfesziiltség:

I ahol:  Fy a nyiroero,
S

X
Sy a szelvény adott pontjatol kifelé esd tertilet statikai
nyomatéka a szelvény x tengelyére,

www.tankonyvtar.hu © Moharos Istvan, OFE




8. Térbeli rudszerkezetek 123

Ix a szelvény x tengelyre szdmitott masodrendi
nyomatéka,
S a szelvény szélessége az adott pontban.

A fesziiltségeloszlas természetesen fiigg a szelvény €s a nyiroerd relativ helyzetétdl, igy az
elem z és y tengelyére kiilon-kiilon kell meghatarozni. Ennek alapjan az altalunk hasznalt
U120 szelvényben keletkezd nyirofesziiltségek eloszlasat ismerjiik, ezt szemlélteti a 8.9 dbra.

F
!

'F
Yrrree

Tmax Tonax
la max ) !

8.9. abra. Nyirofesziiltségek eloszldsa az U szelvényben

Az 4brabol megallapithato, hogy a szelvénynek mely részei a nyirasnak leginkabb kitettek.

Ezek teriiletét szerkesztéssel meghatarozhatjuk, majd, ezek alapjan szamithatok az alakténye-
zok:

A .
Sh:ﬂ:@:o,gg
A 17

A .
Sw:w:@:O,Sl
A 17

Tovabba sziikség lesz a csavarasi keresztmetszeti tényezore, amit a korabbiakban bemuta-
tott Weber modszerrel a szelvény 8.5 dbra szerint részekre bontdsaval hatarozunk meg.

3
20 0194 0.00° 48
:1’] :1’2

=3,09cm*
3 3

L

A csavarasbol szarmaz6 legnagyobb 1t fesziiltség meghatarozasdhoz pedig Weber dssze-
fiiggései alapjan:

Cior = Vix =0,9cm

A sziikséges adatok meghatarozasa utan kezd6dhet a feladat szamitogépes megoldasa.
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A geometriai modell nagyon egyszerii, konnyedén létrehozhatjuk a végeselemes modelle-
z0k sajat grafikai szerkeszt6jében. A szerkezeti modell jelen esetben is az X-Y sikban késziil,
de a terhelések és az alakvaltozasok térbeliek lesznek. A szelvények sulyponti tengelyét rep-
rezentald egyenesek megaddsat mutatja a 8.10 abra.

7 File Edit Meshlng PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Grid 3
Points »

Surfaces »  Sketch Linefarc
Volumes > Draw Linefarc
Contours ¥ Line with 2 Pts
Regions > Polyline with Pts
Polyhedra »  thru 4 Points
Parts 4 Circular Arc
Coordinate_Systems »|  Conic Arc

Ellipse

Helical Arc

by 12 Parameters

Fit Curve on Pts

Fit Curve on New Pts

Circles
Splines

Maripulation
Generation
Editing

8.10 abra. Egyenes megaddasa a végeselemes programban

A BEAM3D elem orientacidjdnak megadasa lehetséges ugy, hogy az elem harmadik csomo-
pontjat tigy vessziik fel, hogy az a keresztmetszet nagyobb fémasodrendii nyomatékanak ira-
nyaba essen. Ehhez sziikségiink lesz egy geometriai pontra. Mivel az elébb megadott egyene-
sek a szelvények sulyponti tengelyét hataroztak meg és a fdomésodrendii nyomaték ezen a ten-
gelyen keresztiil mutat az elem y tengelyének iranyaba, igy ezt a geometriai pontot is az X-Y
sikon vehetjiik fel. A szerkezet kialakitasa miatt a rudak stlyponti tengelyei egy sikba esnek,
azért ez az egyetlen geometriai pont elegendd lesz mindharom rad orientacidjanak megadasa-
hoz. A geometriai pont megadasat mutatja be a 8.11 abra.

[ Fie Ede [[EER Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Grid >
Curves » Merge
Surfaces »  Merge Tolerance -
Valumes > 3 Keypoint |6
Contours y  Generation % Coordinate Value [1
Editing »

Regions > Y-Coordinate Value [T

>
Pobyhedea 2Z-Coordinate Value !07
Parts >
Coordinate_Systems » 0K Help |  Cancel |

8.11. abra. Pont elhelyezése végeselem programban

Az elkésziilt geometriai modell a 8.12. abran lathato.
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):|F<\e Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

8.12. abra. A

geometriai modell

A kovetkezd 1épés az elemtulajdonsdgok meghatarozasa. A fejezet elején tisztaztuk, hogy
BEAM3D elemeket hasznalunk (8.13 abra).

Material Property
Real Constant
Pick Material Lib
User Material Lib
Material Browser
AISC Sect, Table

List Element Groups
List Material Props

List Real Constants
Delete Element Groups
Delete Material Props
Delete Real Constant
Change El-Prop

New Property Set

Beam Section
List Beam Sections

[:|File Edit Geometry Meshing Rifos=4M LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Element Name |

TRUSS2D:
TRUSS3D:

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ Category: LINE -eereeeeemeeeeeeeeeeee ~
;2D elastic beam element
: 3D elastic beam element

Boundary element
Convection link
Elastic elbow element
Electrical link
Thermal 3D fluid pipe
Gap element

. General stiffness/conduction element

Hydraulic link

2-node immersed pipe/cable element
Elastic straight pipe element

Rigid bar element

Radiation link

Axisymmetric shell element

Spring element

2D truss/spar element

3D tuss/spar element

8.13. abra. Elemcsoport meghatarozadsa

[ EGRoup X]
OP1:Beam Type
0P2:Unused option |0
0P3:Unused option |0
OP4:Integration Type | 0: Gauss =
OP5:Material Type |0:  Linear Elastic 2
OPE:Displacement Formulation | 0: Small =
OP7:Unused option |0
0P8:Unused option |0
,T‘ Help |

Cancel ‘

Az elemek fizikai tulajdonsagainak meghatarozéasakor (8.14. abra) ragaszkodunk az SI mér-
tékegységrendszer alapegységeihez, azaz m-ben hatarozzuk meg a méreteket. A miiszaki tab-
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lazatok a szelvények méretét altalaban mm-ben, a keresztmetszeti jellemz8ket cm>-ban, illet-
ve cm*-ben a tomegadatokat pedig kg/m-ben adjék meg

I File Edt Geometry Meshing LuadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Element Group
Material Property
Pick Material Lib
User Material Lib
Material Browser
AISC Sect. Table

List Element Groups
List Material Props

List Real Constants
Delete Element Groups
Delete Material Props
Delete Real Constant:
Change E-Prop

New Property Set

Beam Section
List Beam Sections

RC1 : Cross-sectional area W

RC2 : Moment of inertia about y-asis (Iy) [432e8
RC3 : Moment of inertia about z-axis (12) IBEAe»B—‘
RC4 : Depth of beam [p-asis) [0.1200

RCS : Width of beam (z-avis) [0.055

RC6 :Endrelease code (ode 1)[0

RC7 : End-release code [node 2) 'U—

RCS : Torsional Constant () [3.09e8

RCY : Shear factor in elem. y-axis [051

RC10: Shear factor in elem. z-axis IU&‘E)—

0K | Help Cancel

FRC14: Torsional constant (CTOR) [0.009
[T | Help |  Cancel

RC21:Y-dist lomC.G. toS.C. atnode1 0
RC22:Zdist flomC.G.toS.C atnode 100303
RC23:Y-dist flomC.G. o S.C. atnode2f0
RC24:Zdist fromCG.toS.C atnode2[-0.0303

RC25:Y-dist flomC.G. 0 SP. J006

RC26:Zdist flomCG.0SP.J003
RC27: Product of inertia about CG. (w2 [0

0K | Help | Eancel|

8.14. abra. Fizikai tulajdonsagok meghatarozasa

Sziikség van még az anyagtulajdonsagok megadasara (8.15. dbra). A linedris statikai vizsgala-
tokhoz, izotrop anyagok esetében elegendd az anyag rugalmassagi modulusanak és a Poison
tényezOnek a megadédsa. Ha a szerkezet Onsulyat is figyelembe szeretnénk venni, akkor az
anyag slrliségét, ha pedig homérsékleti hatasokbol szarmazé igénybevételekkel szeretnénk
szamolni, akkor az anyag hdtagulési egyiitthatojat is meg kellene adni. Mas tipusu anyagok
alkalmazasakor, illetve mas tipusu elemzések elvégzéséhez tovabbi anyagtulajdonsdgok meg-
adasara sziikség.

[T File Edt Geometry Meshing [ERa

Material Property
Real Constant
Pick Material Lib
User Material Lib
Material Browser
AISC Sect. Table

{78 LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Material property set |1

Material Property Name |

|

(1.2) Dielectric matrix
(1.3) Dielectric matrix

List Elsmenk Groups DC22: (2.2) Dielectric matix
List Material Props DC23: (2.3) Dielectric matiix
List Real Constants DC33: (3.3) Dielectric matrix
Delete Element Groups DENS: Mass densiy

ECONX: X Electiic conductivity
Delete Material Props ECONZ: Z Electric conductivity
Delete Real Constant EICA?SNY: g Electiic conductivity

T ] missivity

Change El-Prop ENTHALPY: Enthalpy
Mew Property Set EPSU: (unused]

ETAN: Tangent modulus

Beam Section
List Beam Sections

EUL: Ultimate plastic strain measure (in tension]

Elasticity modulus in X mat. dir.

EY: Elasticity modulus in'Y mat. dir.
EZ Elasticity modulus in Z mat. dir.
(unused)

Friction angle

G1 Shea relaxation 1

Material property set |1

Material Property Name [EY: Elasticity modulus in Y mat. dir

=l

Ogden constant 2
0 constant 3
[u] constant 4

s
#Z Poisson's ratio

YZ Paisson's ratio

(1.1) Piezoelectric matrix
(1.2) Piezoelectiic matrix
(1.3) Piezoelectric matrix
(2.1) Piezoelectric matrix
(2.2) Piezoelectric matrix
(2.3) Piezoelectric matrix
(3.1) Piezoelectric matrix
(3.2) Piezoelectric matrix
(3.3) Piezoelectric matrix
(4.1) Piezoelectric matrix
(4.2) Piezoelectric matrix
(4.3) Piezoelectric matrix
(5.1) Piezoelectric matrix
(5.2) Piezoelectric matrix

[ MPROP X
Propetty value [2 1211
oK Help |

Cancel_|

[ MpROP 3
Property value 0,3
[T | Help |

Cancel |

8.15. abra. Az anyagtulajdonsagok megaddsa

A most megadott tulajdonsagi végeselemek 1étrehozasahoz parametrikus halozast valasztunk
(8.16. abra), igy minden radon azonos méretii, de eltérd szamu elemet hozhatunk 1étre.
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I Fle Edt Geometry PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Mesh Options

Mesh_Density  »

Parametric_Mesh »

Nodes » Regions

Elements »  Quad Mesh SfiRg
Region about Pt
Region about a Ct
Surfaces
NonUniform Surfaces
Surface about Pt

Surface about Cr Beginning Curve J1

Polyhedra Ending Curve [3 B
Parts Increment [1 N
Region Mesh Type Average element size |0.1

Surface Mesh Type Number of nodes per element | 3 -
Delete Region Mesh Keypaint to define principal axis if 3 nd/el [6

Delete Surface Mesh TR Hep | Cancel |

8.16. abra. A végeselem halo generaldsa

Az egyes rudakon a végeselem halo kiilon-kiilon jon létre, igy a ridvégek kapcsolddasa nem
biztositott (8.17. abra)

I Fie Edt Geometry [[IERAY PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

8.17. abra. A létrehozott végeselem hadlo

A radvégek bekotéséhez 6ssze kell vonnunk a radvégeken talalhatdo csomopontokat a masik
rud megfeleld csomopontjaival (8.18.4bra).
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I Fie Edt Geometry [[EERGEN PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Mesh Options

Mesh_Density ¥
Parametric_Mesh »

Auto_Mesh »
Define

El 2 >

ements Identify
Compress
Madify
Push to Point
Push to Curve 5 .
Push to Surface SHINDG Be
s EndngNode[S1

List Increment [T
P'T Tolerance [0.0001
Delete l—_]
Re-associate All?Among flag | 0: All
Show Merged hd Echoflag[t.On |
Update Nd Coord LowHighflag [0: Low  ~|
Generation » o] Hep |  Cancel |

8.18. abra. A rudvégek osszekapcsolasa

Az elkésziilt végeselem halot mutatja be a 8.19. abra.

[:]Fﬂe Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

8.19. abra. Az elkésziilt végeselem halo

Az elkésziilt végeselem halon elhelyezziik az elmozdulasi kényszereket. A feladat leirasaban
szereplo falhoz, illetve oszlophoz torténd rogzitéseket minden irdnyba merevnek tekintjiik, de
a két megfogas kozott a fliggdleges rad szabadon alakvaltozhat, gy mintha két tavtarto le-

mezzel hegesztenénk hozza egy teljesen merev oszlophoz. A megfogdsok megadasara példa a
8.20. abra.
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I Fle Edt Geometry Meshing PrnpSetsCuntroI Display Analysis Resuls Windows Help

Displacement »|  Define by Nodes
»

Thermal > Force Define by Points

Fluid_Flow > Pressure > Define by Curves

E-Magnetic > Master DOF »|  Define by Surfaces

Load_Options  »|  Coupling > Define by Contours

Function_Curve »  Bonding »  Define by Regions
Gravity »

Beginning Node |20
Displacement label | AL: All 6 DOF o
Value |0

Delete by Nodes
Delete by Points
Delete by Curves
Delete by Surfaces

Delete by Contours EndngNode[Z
Delete by Regions Increment |18

ot Additional Displacement labels if any (L2....L6) [
List o] Hep | _ Cancel |

8.20. abra. Az elmozdulasi kényszerek megadasa

Kovetkez6 1épésben a vizszintes rudra megoszld terhelésként megadjuk a 8.7. dbran bemuta-
tott terheléseket. A terhelés megadasanal tisztazni kell, hogy a megadott terhelés a kivalasztott
Osszes objektumon egyenletesen megosztva, vagy minden kivalasztott objektumon megoszt-
va, vagy a kivalasztott objektumokhoz tartoz6 6sszes csomoéponton jon-e 1étre. A végeselem
modellezdk ezeket a lehetdségeket gyakran opcioként kindljak, de van, hogy utalds sem torté-
nik az eréelosztas modszerére. Ezzel 1étrejott a végeselem halo. A mi esetiinkben a kivalasz-
tott elemekhez tartozé 6sszes csomdponton 1étrejon a megadott nagysagu €s irdny erd, igy az
erd nagysaganak megadasahoz természetesen ismerni kell a kivalasztott radon 1év6 csomo-
pontok darabszamat is. A két megoszl6 terhelés megadasat mutatja a 8.21. abra.

[CIFle Edt Geometry Meshing PropSets [[EEEESS Control Display Analysis Results Windows Help

Structural »

Displacement »

Thermal » Define by Nodes
Fluid_Flow > Pressure »|  Define by Points
E-Magnetic > Master DOF »
Load_Options  »|  Coupling »|  Define by Surfaces
Function_Curve »|  Bonding »| Define by Contours
Gravity »  Define by Regions BegimingCuve |2
Delete by Nodes Force label [FY: ForceinY - CR
Delete by Points Value [-238.1] Beginning Curve [2
Delete by Curves EndngCuve2 Force label [FZ: ForceinZ 5
Delete by Surfaces
Delete by Contours Increment |1 fke] 1426
Delete by Regions OK_ ]| _ Hep | _Cancel | Ending Curve |2
Increment [T
Plot
List ok | Hep | Cancel |

8.21. abra. A megoszIo terhelések megadasa

Célszerti ellendrizni, hogy milyen terhelések jottek 1étre. Erre listazo parancsok szolgalnak a
végeselem programrendszerekben (8.22. abra).
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DFiIe Edit Geometry Meshing PropSets Iﬁa@ Control Display Analysis Results ‘Windows Help
[ ]
|

Displacement » |

Thermal | e > Define by Nodes
Fluid_Flow »  Pressure Define by Points.
E-Magnetic > Master_DOF Define by Curves

Load_Options P; Coupling

Function_Curve »|  Bonding
Gravity

Define by Surfaces
Define by Contours
Define by Regions

vyvvvw

Delete by Nodes
Delete by Points
Delete by Curves
Delete by Surfaces
Delete by Contours
Delete by Regions

Plot

[ FLIST.1,59.1 =Bl
rx ny nz
Tiroce Tz Tz . Tz Tz
21 o - —2.28610e+002 -1.4260e+001 - - -
24 o - —2.28610e+002 -1.4260a+001 - - -
2s o - —2.2810e+002 -1.4260a+001 - - -
2e o - —2.2810e+002 -1.4260a+001 - - -
27 o - —2.2810e+002 -1.4260e+001 - - -
z2e o - —2.2810e+002 -1.4260a+001 - - -
29 o - —2.2610e+002 -1.4260e+001 - - -
20 o - —2.2810e+002 -1.4260a+001 - - oo
21 o - —2.2810e+002 -1.4260e+001 - - .
s2: o . s2:0810Ms002 =1 .42 60A00L " - _
s o " 2.0018c+002 —1.42602+001 . " -
s o " -2.00180+002 ~1.42602+001 " " -
es o - -2.501004002 ~1.4260a+001 " " _
ss: o = 2501004002121 42 d0L¥001 " " _
o o - sens018Ls008 1 sd0Lr00Y " " -
o5 o - sengeTBhuooess sedgbEo0 " " _
et o " sergolbhvooess szdsbto0s " " _
w0 o . sengoidiiooess sHregbro0s " " -
a2 o . 2.3610e4002 ~1.4260e+001 - " -
2 o . 2.0610e4002 ~1.4260e+001 " . -
42 o - —2.361;:*002 —1.4zsé=+oox - - -
1 1

8.22. abra. A létrehozott terhelesek listazasa

A kapott eredményekbdl megallapithatd, hogy valdban a feladat kiirasaban szerepld megoszlo
erorendszert hoztuk 1étre.
Az igy elkésziilt végeselem modellt mutatja be a 8.23. abra.
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] File Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

8.23. abra. Az elkésziilt végeselem modell

A modell megoldasa kovetkezi (8.24. 4bra).

):IFMe Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Results Windows Help

Restart
Renumber

Reaction

Data Check

Run Check

List Analysis Option

Output_Options ~ »

Frequency/Buckling »
Post_Dynamic ¥
Nonlinear »
Optimize/Sensitivity »
Fatigue »
Heat_Transfer »
Fluid_Mechanics ~ »
Electro_Magnetic »
Hi-Freq_EMagnetic  »

Activate Load Case
List Load Case
Adaptive Method
P-Order Labels

Static Analysis Options
FFE Static Options.
Asymmetric Load Options
Stress Analysis Options.
PCG Option

Activate Stress Calc
Define Submodel

Run Static Analysis

Run Stress Analysis

Substructure
Crack
ASME_Code

»
>
»
1_Integral_Curve 4

8.24. abra. Linearis statikai vizsgalat futtatasa

Az eredmények megjelenitését kezdjiik az elemekben keletkezd redukalt fesziiltségek megje-

lenitésével a deformalt alakon (8.25. dbra)
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[SIFile Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis medows Help

Combine Load Case

List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results

Read Post-Dyn Respanse

Setup »
Identify Result
Animate
Deformed Shape
Beam Diagrams

Strain
Displacement/Response/Reaction
Thermal

Fluid Flow

Electromagnetic

Fatigue

List »
Extremes »

Path Graph
User Result

User Animate

Load case number |1

Component [VON: von Mises Stiess
Stress flag Z

Layer number [1
Face flag (Shell [0: Top =]
Coordinate system [0

Lineflag[oFl ¥
Beginning Element [T
EndingElement [55
Increment [T

Contour Piot | Vector Plot | Section Plat | _Help | Cancel Shape flag [[ETNNN =
Deformed scale factor [.35136
0K Help |  Cancel

8.25. abra. Redukalt fesziiltségeredmények megjelenitése

A kapott fesziiltségeket a 8.26 abra mutatja.

8.26. abra. Redukalt fesziiltségek

Az elemekben keletkezd fesziiltségek szamszeri megjelenitéséhez listdzd parancsokat hasz-

nalhatunk (8.27. abra).
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ul:

I Fie Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis [ Windows Help [I BEAMRESLIS, 11,551 D@

Combine Load Case -
List Combined Load Cases a . ToRQUE HOMENT. HOMENT_T

Average Nodal Stress BHIM
Available Results 26 0.000e+000 -1.6672+002 -9. s. 3. -5.6672+002
Read Post-Dyn Response 0.000e+000 -2.773e+005 -1.099e+008 -1.376e+008 1.3762+00§

37 0.0002+000 1.6672+002 9.982e+001 -5.0502+001 -2.9952+001 5.0002+002

Setup N 0.0002+000 ~2.080e+005 —-6.2422+005 -1.0322+006 1.032e+008
ELEMENT : 35
Plot > . -1l -e. a. 2.
[ Displacement/Response/Reaction 0.0002+000 —2.080e+005 -5.2422+005 -1.0222+005 1.0322+008
26 0.000e+000 1.4292+003 6.5S62+001 —4.328e+001 213924001 3.S5722+002
Extremes ¥|  Stress Component 0.000a+000 -1.485e+005 -5.8672+005 —7.2732+005 7.372e+00S
Strain Component ELEMENT : 3
0.00024000 -1.151e+008 -7.12024001 3.6072+001 2.135e+001 -3.5722+002
Shear/Moment Value 0.0002+000 -1.3852+005 —-5.8872+005 —7.3722+005 7.373e+00S
29 0.000e+000 1.19124002 7.120a+001 -3.507e+001 —1.42624001 2.2612+002
ar End Force o. -9. -3 . -4.915e+005 4.9152+005
Spring Force ELENENT : 37
o ot 0.00024000 -5.5242+4002 -5.7042+001 2.8862+001 1.426e+001 —2.3812+002
0.0002+000 -5.9022+004 —-2.9252+005 -4.9152+005 4.915e+00S
Natural Frequency 40 ©0.000=+000 9.524e+002 S5.7042+001 —Z.5562+001 -6.5552+000 1.4292+002
: -s. —2. —2. 2.
Thermal Result ELENENT : 38
R 0.0002+000 —7.1432+4002 -4.27624001 2.1642+001 ©.5562+000 —1.4292+002
0.0002+000 -5.9422+004 —2.3552+005 -2.9492+005 2.9453e+00S
Flow Properties 41 0.000e+000 7.1423e+002 4.276e+001 -2.164e+001 -4.276e+000 7.143e+001
E_MagResult 0.00024000 -2.871e+004 -1.1772+005 -1.4752+005 1.475e+00S
= [ELEMENT : 29
HF Emag Result 41 ©0.0002+000 -4.7622+002 -2.6522+001 1.4432+001 4.2782+000 -7.1432+001
Fatigue Usage Factor 0.0002+000 -2.971e+004 -1.177e+005 -1.4752+005 1.47Se+00S
42 0.0002+000 4.762e+002 2.6522+001 -1.4432+001 —-1.4252+000 2.3612+001

0.000=+000 -9.9022+002 -3.9252+004 —4.9152+004 4.915e+004
ELEMENT : 40
42 0.000a+000 -2.83612+002 -1.426a+001 7.2142+000 1.426a+000 -2.281e+001
o -2 -2 -4.9152+004 4.9152+004
2
2

43 0.0002+000 2.2612+002 1.426e+001 —7.2142+000 -2.547e-011 —-2.0012-011
0.000a+000 -1.7682-007 3.296a-008 -2.0882-007
ELEMENT : 41
11 5.8252+4008 1.9952+002 5.308e+001 -1.7362+000 -8.700e+001 -2 .2082+002
-2.4272+006 6.04224005 -2.6292+005 —2.4592+006 —4.2952+006
46 -5.6262+002 -1.9952+002 -5.3092+001 1.7262+000 ©.1992+001 2.23962+002
-2.4272+006 5.6342+005 -3.343e+005 —-2.4632+006 -4.391e+006
ELEMENT : 42
46 5.6262+00% 1.9952+002 5.3092+4001 -1.7262+000 -6.1992+001 -2.2962+002
-2.4272+006 5.69424005 -2.9492+005 —2.4632+006 —4.2912+006
47 -5.6262+002 -1.9952+002 -5.3092+001 1.7262+000 7.699a+001 2.S5642+002
~2.4272+006 5.3462+4005 -4.253e+005 —-2.466a+006 -4.3682+006
[ELEMENT : 42
47 5.6262+400% 1.9952+002 5.3092+4001 -1.7262+000 —-7.699a+001 -2.5642+002
-2.4272+006 5.34624005 -4.2592+005 —2.4662+006 —4.2682+006
48 -5.6262+002 -1.9952+002 -5.309e+001 1.72362+000 7.1968e+001 2.7722+002
-2.4272+006 4.9992+4005 -4.563e+005 —-2.4702+006 -4.23642+008
ELEMENT : 44
48 5.6262+4002 1.9952+002 5.3092+4001 -1.7262+000 -7.196a+001 —2.7722+002
-3.4272+006 4.9992+005 -4.563e+005 —-2.470a+006 -4.3642+006
49 -5.626e2+002 -1.9952+002 —5.309e+001 1.7362+000 6.598e+001 2.9502+002 ¥

8.27. abra. Fesziiltséegkomponensek megjelenitése

Vizsgaljuk meg a szerkezetben a keletkez6 hajlitonyomatékokat is (8.28. abra).

DFde Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis BTSN Windows Help
Combine Load Case
List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results
Read Post-Dyn Response

Setup »
Identify Result
List > Animate
Extremes »|  Deformed Shape
Beam Diagram:

Stress

Strain
Displacement/Response/Reaction
Thermal

Fluid Flow

Electromagnetic

Fatigue

Path Graph
User Result
User Animate

8.28. abra. A nyomatéki abrak megjelenitése

Mivel a rudak két irdnyban hajlitottak, ezért a fiiggdleges és vizszintes terhelések altal okozott
hajlitast kiilon-kiilon vizsgaljuk (8.29. ébra).
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drpent (MY) Lc=

8.29. abra. M, és M hajlitonyomatéki abrak

Vizsgaljuk meg a tartd lehajlasat, vagyis az Y iranyu elmozdulasokat (8.30. abra)

[TJFie Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis [N Windows Help
Combine Load Case
List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results
Read Post-Dyn Response

Setup »
Identify Result

List > Animate

Extremes »|  Deformed Shape

Beam Diagrams

Stress

Strain
Displacement/Response/Reaction
Thermal N
Fluid Flow [ acTDIS
Elect ti
Akhadar Load case number [1
Fatigue
BERIT Y Displacement [V dif ¥
ath raph Coordinate system [0
User Result
User Animate Vector Plot| Iso Plot| Section Plot| Help| Cancel

8.30. abra. Az elmozdulasok megjelenitése

A kapott eredmények (8.31. adbra) alapjan megallapithatjuk, hogy a funkcidteljesitést zavard
lehajlasok nem jonnek létre.
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m|

-0.001

-6.0

8.31. abra. A tarto lehajlasa

Az elmozdulésok szamszer(i megjelenitésére is van lehetdség (8.32. abra).
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DFiIe Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis f3

wWindows Help
Combine Load Case

List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results

Read Post-Dyn Response

Setup
Plot

Extremes

Stress Component
Strain Component

Shear{Moment Value
Beam End Force
Spring Force

Gap Force

Matural Frequency

Thermal Result

Flow Result
berties
[ DISLIST,1,1.1 it
Result

Node UX
.000e+000 0.000e+000
.000e+000 0.000=+000
.8552-00S
.072e-004
.721e-004
.421e-004
.142e-004
.824e-004
.4762-004
.0892-004
.4922-004
.9852-004
.298e-004
740e-004
054e-004
256e-004
6792-004
.042e-004
.7492-00S
.000e+000
.729e-004
.000e+000
.7272-004
.715e-004
.708e-004
.691e-004
.6792-004
.6672-004
.6552-004
.642e-004
.621e-004
.6192-004
6192-004
5192-004
6192-004
£192-004
.6192-004
.6192-004
.6192-004
.6192-004
5192-004

.000=+000
.000=+000
.2292-007
.8302-007
.2722-007
.9262-007

[ IR N

OROHAURERNN PR IO R

.4852-004
.4592-004
.411e-004
.241e-004
.2462-004
.1262-004
.9772-004
.800e-004
.592e-004
.2582-004

.8602-006
.26682-005
.9622-005
.66842-005
.0492-005
.4722-005

.4622-004
.5072-002

.000=+000
.000=+000
.4282-006
.6512-007
.9192-008
.7152-006
.6922-005
.7542-005
.0572-005
.6012-005
.26872-005

.9292-004

_000e+000 0.000=+000 4 Psage Factor

Loadcase rumber [T
Set number
BegnningNode [T
Ending Node [59—
—
Coordinate system ,U—
'TI Help l Cancel |

.000=+000
.2922-002
.S862-002
.8782-002
.171e-002

.000e+000
.167=-004
.0222-004
.5952-004
.8572-004
.817=-004
.4742-004
.821e-004
.8482-005
.6282-00S

.162=-002
.161e-002

8.4. Megjegyzések

8.32. abra. Az elmozdulasok listazasa

A feladat megoldasa sordn nem foglalkoztunk a nyomott rudak kihajlasaval. Egy valos feladat
esetén ezt vagy végeselemes megoldassal, vagy a nyomoerdk ismeretében a klasszikus radel-
méletben tanultak alapjan ellendrizni kell.
A feladat megoldasa soran az 6nsulybol szdrmaz6 igénybevételt elhanyagoltuk.
Mindkét el6z6 problémara talalunk megoldast a tananyag késébbi, BEAM elemekkel fog-

lalkoz6 fejezetében.

Tovabba, nem vizsgaltuk és ezzel a modellel nem is vizsgalhatnank az egyes elemek kap-
csolatait. A kapcsolatok kialakitasaval, viselkedésével és méretezésével a szerkezettervezés
kiilon fejezetei foglalkoznak.
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9. RUDSZERKEZETEK DINAMIKAJA, A TOMEGMATRIX
BEVEZETESE, SAJATFREKVENCIA MEGHATAROZASA

9.1. A végeselem-maddszer kiterjesztése

Mint, ahogy az a torténeti attekintésbdl is kideriilt, a végeselem-mddszer ,.feltalalasa” nem
kothetd egyetlen idéponthoz. Célszerli nem is feltalalasrol, inkabb fejlesztésrdl vagy fejlodés-
6l beszélni. Ez a fejlodés az 1940-50-es években vette kezdetét és a mai napig is tart. Az els
sikeres rugalmassagtani problémamegoldasok utan felmeriilt annak lehet6sége, hogy mas fi-
zikai problémak megfogalmazasa is lehetséges a végeselem-modszer felhasznalasaval. gy
napjainkban mar végeselemes megoldasokat kaphatunk olyan nem, vagy csak nehezen, eset-
leg csak durva kozelitéssel megoldhato problémakra, melyek a hdtechnikai, az elektromagne-
ses sugarzasok, a kifaradas, és a lengd rendszerek viselkedésének leirasa soran meriilnek fel.
Az ezeken a teriileteken alkalmazott matematikai megoldasok eltérnek a rugalmassagtani
problémaknal leirtaktol, de kozosek abban, hogy egy fizikai tartomanyt kis részekre osztva, és
ezen kis részeken a bonyolult egyenleteket egyszeriibbekkel helyettesitve egy linearis egyen-
letrendszer megoldasara vezetnek.

A szerkezet-dinamikai szamitasok végeselemes megoldasat az 1960-as évek elején kezd-
ték kidolgozni, amikor végeselem-modszerrel sikeriilt meghatarozni adott elem tomegmatri-
xat, és 0Sszeegyeztetni a merevségi matrixszal.

9.2. Rugalmas testek sajatrezgés feladatanak végeselemes megfogalmazasa

A tananyag eddigi fejezeteiben egyensulyban 1évo rugalmas testekkel foglalkoztunk. A meg-
oldashoz felhasznaltuk az U elmozdulasmezo fiiggvényeként felirt teljes potencialt:

(9.1)

[Tw=

I\JII—‘

[o:adv i!g

\%

)>'-—;

A potencial a test nyugalmi allapotdban a deformaciok sordn a benne felhalmozddott ru-
galmas alakvaltozasi energia és a deformaciot 1étrehozo kiilsé erérendszer munkajanak egyen-
10ségét, azaz a statikai egyensulyi allapotot fejezi ki.

D’ Alambert volt, aki Newton II. torvényeként ismert egyenletet atrendezve azt az

F-m-a=0

alakban irta fel, igy az ,,m-a” szorzat mar nem mozgasmennyiségként, hanem tehetetlenségi
eroként értelmezett. A D’ Alambert elv értelmében a mozgd testre hatd erdk a tehetetlenségi
erékkel egyenstlyban vannak. Ezt az egyensulyi allapotot kinetikai egyenstlynak nevezziik.

Az elvet kovetve, ha a fenti funkcionalt kiegészitjikk a tehetetlenségi er6k munkajaval,
akkor a mozgd —¢ fejezetben lengd mozgast végzo- rendszer kinetikai egyensulyat leird po-
tencialhoz jutunk:
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H(v)=%Ic=s:ng—ngdV—J.gBdAJrj.ggpdV (9.2)

ahol:
il — az elmozdulasvektor 1dd szerinti masodik derivaltja (azaz a gyorsulasvektor),
p — az anyag suiriisége.

A végeselemes megoldas soran a rugalmas testeknél bemutatott modszert kovetjiik azzal a
kiegészitéssel, hogy a test mozgasat leir6 fliggvény harom térkoordinatdja mellet az id6, mint
negyedik koordinata is megjelenik:

u=u(xy.zt) (9.3)

Ezt a fiiggvényt a korabban targyalt rugalmas testek egyensulyi elmozdulasainal bemuta-
tott formafiiggvényekkel interpolaljuk:

u(x,y,z,1) = N(x,y,2)u.(t) (9.4)
fgy a gyorsulasvektor:
(x,y,z,t) = N(x,y,2)G, (1) (9.5)

Ezzel a potencialt kiegészitd, a tehetetlenségi er6k munkajat kifejezo tag egy elemre:

Ju-tpdV = [u"-lipdV =u; ([ N"NpdV)ii, = u; M, i (9.6)
VE

—€& —e—¢€
Ve Ve

A kifejezesben szereplé M az elem konzisztens tomegmatrixa, amely az elem tehetetlen-

ségi tulajdonsagait tartalmazza.
A korabbiakhoz hasonl6an a teljes potencialt megfogalmazhatjuk matrix alakban:

H:%ngg—uTEwTMQ 0.7)

A IT=minimum feltételt kielégitd egyenletrendszer pedig:
MU +KU = K(t) (9.8)

linearis differencialegyenlet-rendszer.

Az egyenletrendszer jobb oldalan allo kiilsé erdk vektora alland6 és iddben valtozo, azaz
eléfeszitd €s gerjesztd erdhatdsokat tartalmazhat. A miiszaki gyakorlatban nagyon sok olyan
lengéstani vizsgalattal talalkozunk, ahol nincsenek kiilsé er6hatasok. Gondoljunk csak a mér-
noki gyakorlatban el6fordul6 leggyakoribb lengéstani problémara a forgo tengelyek kritikus
szogsebességének meghatarozasara. A kritikus szogsebesség kozelitdleg egyenld a tengely
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legkisebb sajatkorfrekvenciajaval. Ennek megfelelden a kiilsé eréhatasok nélkiili, csillapitat-
lan leng6 rendszer végeselem egyenlete egyszeriisodik:

MU+KU =0 9.9)
A test harmonikus lengdmozgést végez, ezért a differencialegyenlet megoldasa:
U=Asin(at +¢) (9.10)

ahol:
— A arendszer csomdpontjainak amplitado vektora,
— o asajatfrekvencia,
— ¢ fazisszog.

Az U-t és annak masodik id6 szerinti derivaltjat az alapegyenletbe helyettesitve az:
(-a*M+K)A=0 (9.11)

homogén algebrai egyenletrendszert kapjuk. A megoldando feladat az A sajatértékeinek és a
hozzajuk tartozod o sajatkorfrekvencidknak a meghatarozasa.

A fenti egyenletrendszernek csak akkor van trivialistdl eltéré megoldasa, ha az egyiitthatd
matrix determinansa zérus, azaz:

det(-o*M+K) =0 (9.12)

Mivel az egyenletben szereplé M és K matrixok a rendszer végeselem modelljének sza-
badsagfoka szerint nxn méretiiek, az egyenletrendszernek o”-re n gyoke létezik. A gyakor-
latban alkalmazott végeselem modellek szabadsagfoka a néhany szaztol akar tobb millidig is
terjedhet. Ennyi sajatértéket és sajatkorfrekvenciadt meghatarozni értelmetlen, gyakorlati jelen-
tdsége csak az elsd és az azt kovetd néhany értéknek van.

9.3. Sikbeli rudszerkezet sajatlengéseinek szamitasa végeselem modszerrel

Vegylink egy, a két végpontjan szogmerevnek tekinthetd modon (pl. kétsortt hengergorgds
csapagyak NNF kivitel) csapagyazott tengelyt, melynek kdzbensd pontjara egy tarcsat éke-
liink. A tengely modelljét a 9.1 abra mutatja. Keressiik a tengely kritikus fordulatszamat.
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=
5 )
)

9.1 abra A vizsgalt tarto

A tengely 30 mm atmérdjli tomor acélanyagbdl késziil. A tarcsa tomege 1 kg. A tengely teljes
hossza 400 mm, L1=250 mm és L,=150 mm.

A feladat megoldasahoz sziikségiink lesz a (—OLZM+§)A= 0 egyenletben szereplé M
tomegmatrix és K merevségi matrix meghatarozasara.

9.3.1. Az elem tomegmatrixanak meghatdrozasa

Mint lattuk, az elem tomegmatrixdnak meghatarozasahoz a rugalmas testek viselkedését leird
N(x,y,z) interpolacios fiiggvényeket hasznaljuk fel. Ehhez eldszor az elemet helyezziik el egy,
a hossztol fiiggetlen, az elem tengelyével egybe es6 "s" koordinata-rendszerbe. A 9.2 a abra
az elem elhelyezkedését a globalis koordinata rendszerben, mig a b abra ennek az elemnek az

elhelyezkedését az 1j, lokalis "s" koordinata rendszerben mutatja.
u
v, 1 s

(XY, 2

a b

9.2 abra Az elemhez kotott s koordinata rendszer
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A fenti Osszefliggések alapjan az elem tomegmatrixa az:
M, = | NN'pALdg (9.13)

alapjan hatarozhaté meg.
A rudiranya elmozdulédsokat az:

N, =(1-&)/2,

1=(=2) (9.14)
N,=1+¢&)/2
formafiiggvényekkel linearisan,
a radra merdleges elmozdulasokat pedig az:
N, =(2-3£+&°%)/4,

L
N, =(1-¢-¢° +§3)§,
(9.15)

N, =(2+3£-£%)/4,

Ny =—(L+5-¢" &%)

formafiiggvényekkel kobosen interpolaljuk.
A linearis tagokra:

N, = N, 9.16
.. 019

Ha a radelem striiségét és keresztmetszetét allandonak vessziik, akkor az ezekhez tartozo
tomegmatrix:

—¢elin

1¢ T 112 1
=pAL=| N, N, d& =pAL= 9.17
p 2:"l_lm_lm & p 6|:1 2:| ( )

A kobos elemekhez tartoz6 formafiiggvényekre:

2

w

(9.18)

5

N
N
Nyop = N
Ng

¢és a hozzajuk tartozd tomegmatrix:
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156 22l 54 -13L

i 1| 22L 42 13l -3
M = pAL = [ NyoyNlpde = pAL—— 9.19
=ekon ~ P 2_jl—k°b—k°ba PPa20| 51 131 156 —22L (5.19)

-13L -3L° -22L 417

Ezt a matrixot kibodvitjiik a lineéris tagokhoz tartozé matrixszal ugy, hogy az elsé és har-
madik sora elé illesztjiik a linearis tagok tomegmatrixainak elemét. Igy kapjuk az elem teljes
tomegmatrixat:

140 0 0 70 0 0
0 156 22L 0 54 -—13L
110 22L 42 o0 13L -312
M. =pAL——— (9.20)
= 42070 0 0 140 0 0
0 54 13L 0 156 -22L

0 -13L -3 0 -—22L 4L1°

9.3.2. Az elem merevségi matrixanak meghatarozasa

A ridelem merevségi matrixat szintén a fenti interpolacios fliiggvényekbdl szarmaztatjuk. Az
elem tengelyiranyu fajlagos nyulasara:

_ du, _ du, dg

g = - (9.21)
ds d& ds

A hosszirany elmozdulasokra a J = ;j_s jelolést bevezetve, az elmozdulas-alakvaltozas

vektor:
N,' -05 -1L
B, =J7 ' |= 2 = Y (9.22)
N,'| L| 05 /L
az elem ezen elmozdulédsaihoz tartoz6 merevségi matrix pedig:
p AE| 1 -
K., :nggTAds=j§E§TAJd§=— (9.23)
= ! -1 L|-1 1

Ehhez hasonldan a k6bos interpolacioval kozelitett, radtengelyre meréleges elmozdulasok
¢s szogelfordulasok:
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Ekéb =

N, 15¢

1| N[ 4]-05+15¢

JEINS || -5
N," ~05-15¢&

¢és ezzel a merevségi matrix:

I,E

12
6L
-12
6L

6L
412
—-6L
212

-12
-6L 217
12
-6L 42

(9.24)

(9.25)

A két merevségi matrix kombinacidjaval eldallithatd az elem merevségi matrixa:

9.3.3.

AE
L

o o -AE
L
12LE  6LE
L3 L? 0
6LE  4LE
L? L
o o AE
L
12LE  6LE
IEENE
GBE 21 E 0
L L

0 0
121LE  6LE
L3 L2
61,E 2LE
L2 L
0 0
12ILE  6LE
E - E
61,E 4LE
L2 L

Az rendszer teljes tomeg- és merevségi mdtrixa

A 9.1 &bréan szerepld "m" tomegpontnak nincs hasonld tomegmatrixa, a tomeget, mint tehetet-
lenséget a teljes rendszer tomegmatrixanal vessziik figyelembe, mint egy csomopontra helye-
zett tomeget. gy jarnank el akkor is, ha a pontszertien elhelyezett tomeg egy térbeli kiterjedé-
st tarcsat modellezne, azzal a kiegészitéssel, hogy ilyenkor a csomopontban nem csak az elem
tomegét, hanem annak valamely tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékat is fel kellene

venni.

Ezek utdn a 9.1 abran vazolt rendszer teljes tdmeg matrixa:

© Moharos Istvan, OFE

www.tankonyvtar.hu




144 Végeselem-mdodszer
[140L, O 0 70L, 0 0 0 0 0 |
0 156L, 2212 0 54L, ~1312 0 0 0
0 2212 4 0 1312 -3 0 0 0
70 0 0  140(L,+L,) 0 0 0 54L, -13L%
M=PAl o 54L 1313 0 156(L, +L,) 22(L5-L%) 0 1315, -3L
- 420 2 3 2 2 3 3
0 -132 -3 0 22(L2-12) 43+ 0 0 0
0 0 0 70L, 0 0 140L, 0 0
0 0 0 0 54L, 1312 0 1s6L, -221°
0 0 0 0 ~1312 -3 0 -2212 4
valamint a teljes rendszer merevségi matrixa:
AE 0 _AE 0 0 0 0 0
Ll Ll
0 12LI32E 61,E 0 _12LI32E 6II_ZZE 0 0 0
0 6IZZE 41E 0 6|22E 21LE 0 0 0
Ll Ll I—1 L1
_AE AE  AE 0 0 _AE 0
Ll Ll LZ LZ
12LE  6LE 12LE 121LE 6l,E 6LE 12LE  6LE
é = 0 - L3 - L2 0 L3 - L3 L2 - LZ 0 - L3 LZ
0 6lL,E 21E 0 6LE 6LE 4LE 4,E 61,E 21E
L2 12 L2 L, L, L2 L,
0 0 _AE 0 0 AE 0 0
L, L,
121E 61,E 121E  6lE
vl N
61,E 21,E 61,E 4I,E
0 0 0 : 0o -2z
Lz I—z LZ L2

Fontos megjegyezni, hogy ha az elem tengelye nem parhuzamos a globalis koordinata
rendszer X tengelyével, akkor az elemek globdalis koordinata rendszerben értelmezett merev-
ségi és tomegmatrixat is az eldzo fejezetekben bemutatott transzformacids matrix segitségével
allithatjuk eld, és csak ezutdn hozhatjuk 1étre a teljes rendszer leirasahoz sziikséges matrixo-

kat.

Az egyenletrendszer most is egyszeriisithetd ugy, hogy a tamaszoknal a 0 elmozdulasok-
hoz és szogelfordulasokhoz tartozd sorokat és oszlopokat, azaz esetiinkben az 1-3. és 7-9.
sorokat és oszlopokat tordljiik. Igy az egyenletrendszerben szerepld matrixok:
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140
—pA(L,+L.))+m
420l3 (1 2)

0

I
I

0

0

156

EOpA(Ll + L2) +Mm
22
4—209A(|—22 -L3)

AE

Ll

I=
I
o

AE

L2

0 0
12LE 12LE 6LE 6IE

L3

L3 L2 L2
61,E 6l,E

ALE 4IE

L2

L L, L,

22
EOPA(LZZ - |—21)

4
4—209A(|—31 +L5)

A rendszert leiré matrixok ismeretében a megoldando feladat a

det(-a’M +K') =0

egyenletrendszer, melybdl kapjuk az:

4,1074-10°
a® =]91253-10°
1,5681-107

megoldast. Ebbdl « valos gyokei:

20266,82
o =| 30208,13
3959,96

9.4. Megjegyzések

A gyakorlatban alkalmazhat6 az elemek egyszeriisitett tomegmatrixa:

10000
01000
y _PALI0 0 0 00
=t 2100010
0000 1
00000
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ami azt fejezi ki, hogy az elem tomegét két egyenld részre bontva, mint témegpontot a két
végpontban helyezziik. Ez megfelel annak az analitikus szamitasoknal alkalmazott eljarasnak,
mely szerint a rid tomegét ezzel az eljarassal redukaljuk annak két végpontjaba, a rudat pedig
tomeg nélkiili rugalmas elemnek (racsos szerkezetek esetén egyszerlien rugonak) tekintjiik.
Végeselemes megoldasok esetén kelléen pontos eredmény ezzel az eljarassal akkor kaphatd,
ha a rudat kelléen sok végeselemre osztjuk fel.
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10. TERBELI RUDAK DINAMIKAI VIZSGALATA,
SAJATFREKVENCIA MEGHATAROZASA VEGESELEM-
MODSZEREN ALAPULO PROGRAMRENDSZEREK
SEGITSEGEVEL

10.1. Bevezetés

A mérnoki alkotdsok mindegyike egy lengd rendszer. Az épiiletek-épitmények, gépalapok,
jarmivek, gépalkatrészek, megmunkald gépek és szerszamok mindegyike végez lengéseket.
Ezekkel a lengésekkel vagy kicsiny, elhanyagolhatdé mértékiik, vagy a gyakorlatban artalmat-
lan nagy frekvencidjuk miatt altalaban nem foglalkozunk, ezek a szerkezetek funkcidjat nem
zavarjak vagy jelentékteleniil kicsiny hatassal vannak ra.

Azonban sok olyan eset is van, amikor ezeket a lengéseket nem lehet vagy nem célszerii
figyelmen kiviil hagyni. Mindenki altal ismert a Tacoma-hid (Tacoma Narrows Bridge) ka-
tasztrofaja. A hid belengését, majd a teljes tonkremenetelig tartd elmozduldsat az okozta,
hogy a sz¢lI altal keltett Karman-féle drvénysor levalasi frekvenciaja megegyezett a szerkezet
sajatfrekvencidjaval. De mindennapi életiinkben is talalunk példat a lengd rendszerek ismere-
tének fontossagara. A gépjarmiivek futomiive egy bonyolult lengéseket végzo szerkezet, mely
az ut egyenetlenségei altal folyamatosan gerjesztett. A kerekeket rendszeresen ,,centiroz-
tatjuk”, azaz gondoskodunk a statikus ¢€s dinamikus kiegyensulyozasukrol. Tessziik ezt a ké-
nyelmes vezetésen és kormanyzéason kiviil azért is, mert a kerék kiegyensulyozatlansagabol
szarmazo lengések a tengelyeket, csapagyakat, kormanymiivet és a gumiabroncsot is karosit-
hatjak. De rendszeresen ellendriztetjiik a lengéscsillapitok allapotat is, szintén nem kizardlag a
kényelem miatt, hanem azért is, mivel ezek biztositjak, hogy a kerekek az egyenetlen utfelii-
lettel folyamatosan érintkezésbe legyenek. E nélkiill megfeleld fékhatds a tobbi szerkezeti
elem hibatlan allapota esetén sem lenne elérhetd. A gyartastechnologia teriiletén is szamtalan
példa van arra, hogy a gépek, gépelemek lengéseit nem lehet figyelmen kiviil hagyni. A ru-
galmasan agyazott nehézgép alapok egyik feladata, hogy meggatoljak, hogy a gép miikddése
soran keletkezd lengések a kornyezetbe, kiillondsen a gép kornyezetében 1évo épliletszerkeze-
tekbe atjussanak. De a megmunkalo gépek €s szerszamok lengései is figyelmet érdemelnek. A
lengések soran létrejové elmozdulasok, mint hibak masolodnak a munkadarabra, novelve a
megmunkalasi selejtet.

Vannak azonban olyan mérndki alkalmazésok is, ahol a lengéseket nem elkeriilni vagy
csillapitani kell, hanem éppen ellenkezdleg, erdsiteni azokat. Gondoljunk példéul az anyag-
mozgatas teriiletén alkalmazott razdcsatornara, vagy az ezen elven mikodo osztalyozd és
adagold gépekre, vagy az épitdiparban és Ontészetben alkalmazott tomoritd berendezésekre.

10.2. Az alkalmazott végeselemek tulajdonsagai

A térbeli rudszerkezetek modellezéséhez hasznalt BEAM3D elemek tulajdonsagait a tananyag
8. fejezetében mar ismertettiik. Most ehhez csak annyit fliziink hozz4, hogy a lengéstani vizs-
galatok soran a csak a fesziiltségszamitas szempontjabol fontos allandokat, mint példaul a
sulypont és a csavarofesziiltség szamitdsa szempontjabol mértékadd pont relativ helyzetét
nem feltétleniil sziikséges meghatarozni, hiszen mint az el6z6 fejezetben lattuk, ezek a sajat-
frekvencia szamitasakor egyenleteinkben nem szerepelnek.
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Meg kell azonban ismerkedniink egy 0j elemmel is. A végeselem modellezé programok-
ban a kiterjedéssel nem rendelkez6 tomeget egy 0 dimenziés MASS elem (tomeg, vagy cél-
szeriibben tehetetlenség) elem jeleniti meg. Ennek az elemnek egyetlen csomdpontja van,
ebbe a pontba halmozddik az elem teljes tomege és tehetetlenségi nyomatéka. A feladat meg-
oldasa sordn majd latni fogjuk, hogy a tomeg ,,irdnyfiiggd”, azaz létezik a MASS elemnek X,
Y és Z iranyu tomege. Az természetesnek tlinik, hogy a tehetetlenségi nyomaték is harom
tengelyre értelmezett. A valésagban természetesen ilyen nincs, ez az opcido minddssze azt te-
szi lehetévé, hogy 2D problémdk esetében valamely irdnyba a tdmeg tehetetlenségébdl szar-
maz6 hatasokat figyelmen kiviil hagyjuk.

10.3. A feladat ismertetése

A gépészmérnoki gyakorlatban a forgd tengelyek hajlitd és csavard lengéseinek vizsgalata a
leggyakoribb feladat. Most egy a 10.1 abran vazolt két centrikusan €kelt tarcsat hajtdo forgod
tengely vizsgalatat végezziik el.

|

iz 0250
8
@ o

v

' |
- |
= . N 040
a
' g
| A
=
&
! n

D125

10.1. abra. Kéttarcsas forgo tengely

A problémat a gépészmérnoki tanulmanyok gépelemek targyanak tengelyek-tengelykapcsolok
¢s a mechanika targy lengéstan fejezetei is targyaltak.

Ezek a targyak bemutattak, hogy a tengelyekben hajlito és csavard lengések keletkeznek.
Azt is tisztdztak, hogy ezek a lengések a szerkezet szempontjabol akkor lehetnek veszélyesek,
ha a tengely forgasanak szogsebessége megegyezik a lengd rendszer elsé sajat-frekvencia-
javal, mivel ebben az esetben csillapitatlan lengéseket feltételezve a kitérések (elmozdulasok
¢és ennek kovetkeztében a tengelyben keletkezo fesziiltségek is) végtelen nagyra néhetnének.

A 10.1 abran vazolt szerkezet esetén a rendszer hajlitd lengéseinek sajat korfrekvenciajara
a Dunkerley féle egyszerisitett 6sszefliggés alapjan a kovetkez6 eredményt kapjuk:
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10. Térbeli rudak dinamikai vizsgalata 149

1
? =myn, +Myn,, (10.1)

ahol: a — a korfrekvencia
n — a tengely elhajlasa a tarcsa helyén felvett egységnyi
radialis teher hatasara (e rugdallanddé meghatarozasara a
lengéstan tankonyvekben talalhato bévebb magyarazat).

A modellt jellemz6 jarulékképletek alapjan:

1 8 at 8 at
—=m,——+m, —— 10.2
o? "18IE  “18IE (10-2)

Ennek alapjan a tengely sajat korfrekvencidja:
0a=276,76 1/s, ami n=2642,86 ford/min fordulatszdmnak felel meg.

A csavaro lengésekre a tObbszabadsagfoku lengd rendszereket leird karakterisztikus
egyenlet alapjan:

oy = (0.+0, (10.3)
®1®200

ahol: O — a tarcsak tehetetlenségi nyomatéka az Y tengelyre
Co — a csavard-ragodallando:

c, = (10.4)

ahol: I, — a keresztmetszet polaris masodrendii nyomatéka
G - az anyag csusztaté rugalmassagi modulusa.
Ennek alapjan a tengely csavar6 lengésének sajat korfrekvencidja:
ap=1503,87 1/s ami n=14360,9 ford/min fordulatszamnak felel meg.

10.4. A feladat végeselemes megoldasa

A 10.1 abran vazolt szerkezet geometriai modellje nagyon egyszerti, a tengelyt egyetlen vonal
jellemzi, amit a végeselem hald 1étrehozasa céljabol célszerli harom kiilon szakaszként szer-
keszteni. Ezzel biztosithato, hogy a MASS (tehetetlenségi) elemeket a szakaszok végén, geo-
metriai pontokon hozhatjuk létre. A szakaszok rajzolasara mutat példat a 10.2 abra.
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im0 EditMeshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Grid >
Points »
Surfaces »| Sketch Linefarc
Volumes > Draw Linefarc
Contours » Line with 2 Pts
Regions »  Polyline with Pts
Polyhedra » thru 4 Points
Parts 4 Circular Arc
Coordinate_Systems » Conic Arc
Ellipse
Helical Arc

by 12 Parameters
Fit: Curve on Pts
Fit Curve on New Pts

Circles 3
Splines »
Manipulation »
Generation >
Editing »

10.2. dbra Szakaszok létrehozasa a geometriai szerkesztében

A geometriai modell 1étrehozasa utan kovetkezhet a tengelyt leird végeselem-hald tulajdonsa-
gainak megadésa. Els6ként kivalasztjuk a feladat megoldaséhoz sziiksége elemtipust (10.3
abra), mely esetiinkben a BEAM3D elem.

I Fle Edt Geometry Meshing B

Element Group
Material Property
Real Constant
Pick Material Lib
User Material Lib
Material Browser
AISC Sect. Table

List Element Groups
List Material Props

List Real Constants
Delete Element Groups
Delete Material Props
Delete Real Constant
Change El-Prop

New Property Set

Beam Section
List Beam Sections

0adsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Element Name

Element group |1

B a0 [ | —

1-node spherical buoyant
Gap element
General mass element

=l

Sero i 0P1 Bean Ty |ENETTETSN ~ |
Category: LINE — OP2:Unused option |0
BEAM2D: 2D elastic beam element o
AM3D: 3D dlastc beam clement L Uitesciontion |0
EE\['J@’:D Eoundarly elekenl OP4:Integration Type |0: Gauss -
S onvection lin
ELBOW:  Elastic elbow element OP5:Material Type |0 Linear Elastic ¥
ELINK: Electrical link D ; ,—__l
FLUIDT Thermal 3D fluid pipe. OPE:Displacement Formulation | 0: Small o
AP Gap element OP7:Unused option |0
GENSTIF:  General stiffness/conduction element P L —
HLINK:  Hydraulic ik et [
IMPIPE: 2-node immersed pipe/cable element
PIPE: __Elastc stiaight pipe element Ok ] _Hep | _Conce |

10.3. dbra. Az elemtipus kivalasztasa

Kovetkezd 1épésben meg kell adni a sziikséges anyagtulajdonsagokat, a rugalmassagi modu-
lust, és a csusztatod rugalmassagi modulust (10.4 4bra).

www.tankonyvtar.hu

© Moharos Istvan, OFE



10. Térbeli rudak dinamikai vizsgalata 151

I Fie Edt Geometry Meshing [EE el LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Element Group

Material Property

Real Constant

Pick Material Lib

Material property set |1

User Material Lib Material Property Name ~|
Material Browser WIS ooy =
AISC Sect. Table ENTHALPY:  Enthalpy T
EPSU: (unused)
List Element Groups ETAN: Tangent modulus ] MPROP. @
List Material Props EUL: Ultimate plastic strain measure (in tension]
P o 7
List Real Constants EX: Elasticity modulus in X mat. di. Property value |2Te11
EY: Elasticity modulus in Y mat. dir D
Delete Element Groups 4 Elasticy moduusin Z m. i 0K Hep | _Cancel |
Delste Material Props FPC: funused)
Delete Real Constant FRCANGE  Fnclonaige
G1: Shear relaration 1
Change EkProp G2 Shear relaxation 2
New Property Set G3: Shear relaxation 3
G4: Shear relaxation 4
Beam Section G5 Shear relaxation 5
i i GE: Shear relaxation &
List B Secti
sl G7: Shear relaxation 7
G8: Shear relaxation 8
GAMMA: Ratio of specific heat
GXY: XY Shear modulus B
Material property set
Material Property Name |EY: Elasticity modulus in Y mat. dir.
Ultimate plastic strain measure (in tension)
Elasticity modulus in X mat. dir
Elasticity modulus in Y mat. dir.
Elasticity modulus in Z mat. dir
[unused)
Friction angle
Shear relaxation 1
Shear relaxation 2
Shear relaxation 3
Shear relaxation 4
Shear relaxation 5
Shear relaxation 6
Shear relaxation 7
Shear relaxation 8 3 MPROP @
I Property value |0.8077e11
YZ Shear modulus e et | Eco |
Convection film coeff
Bulk relaxation 1

10.4. abra. Az anyagtulajdonsagok megadasa

Végiil meg kell adni azokat a fizikai tulajdonsagokat, melyek az egydimenzios geometriai
modell és a haromdimenzids valos kiterjedés kozott teremtenek kapcsolatot. Az el6z6 fejezet-
ben mar emlitettiik, hogy a végeselemes modellezOk a miiszaki gyakorlatban leggyakrabban
hasznalt keresztmetszetek (ilyen a feladatban a tomor tengely kor keresztmetszete) tulajdon-
sdgainak megadasara egyszerlsitett eljarasokat kinalnak. Erre mutat példat a 10.5 4bra, ahol a
"2" jelll keresztmetszet jeloli az alkalmazni kivant kor keresztmetszetet.

[ Fie Edt Geometry MeshingLuadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Element Group
Material Property
Real Constant
Pick Material Lib

User Material Lib [Z1 BMSECDEF X

Material Browser

AISC Sect. Table BS1 : Radius (R) [0.04
: BS2 : End-release code [hode 1) [U—
List Element Groups )
List Material Props BS3 : End-ielease code (node 2) |0
List Real Constants BS4 : Shear factor in elem. y-axis |0

Delete Element Groups
Delete Material Props
Delete Real Constant
Change El-Prop

New Property Set

BSS5 : Shear factor in elem. z-axis [07
BSE : Temp. diff. in elem. y-axis |0
BS7 : Temp. diff. in elem. z-axis fﬂi
BSS : Orientation angle Theta [0
BS9 : Torsional constant (CTOR) |17
lTl Help ] Cancel [

[J BMSECDEF

Section number | 1:  Rectangular Section hd
- 0: User-Defined Section
2. Circular Section
3. Pipe Section
4: Box Section
5. I-Section

Beam Section

List Beam Sections

10.5. abra. A tengely keresztmetszeti jellemzdéinek megadasa

Ha tengely végeselem haldjanak osszes tulajdonsagat megadtuk, akkor az elkésziilt geometria
felhasznalasaval kovetkezhet a végeselem halo 1étrehozasa a 10.6 abra alapjan. Az egyes ten-
gelyszakaszokon 10-10 elemet hozunk létre egyenletes osztasban (Spacing ratio = 1). A
BEAM3D elem jelen esetben kétcsomopontos, mivel a tengely korszimmetrikus, igy a har-
madik csomopontot definidlé geometriai pont megadasara nincs sziikség.
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DFiIe Edit Geometry RUEEJULM PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Mesh Options

Mesh_Density »

Parametric_Mesh » Points

o s T
Nodes L Surfaces Beginning Curve |1
Elements > volumes Ending Curve |3

Delete Elements On Points
Delete Elements On Curves
Delete Elements On Surfaces
Delete Elements On Volumes

Increment [T
Nurmber of nodes per element |2 v

Number of elements on each curve [10]

Spacing ratio |1

Keypoint to define principal axis if 3 nd/el

0K | Help |  Cancel

10.6. dbra. A tengely végeselem halojanak létrehozasa

Sziikséges még a két tarcsa tulajdonsagainak megadasa. Ebbdl a célbdl 1étre kell hozni egy 1)
elemtipust, a mar eldzéekben leirt MASS (tehetetlenségi) elemet (10.7 &bra).

Element Name

Category:

Spiing elem

POINT

BUOY: 1-node spherical buoyant
GAP: Gap element
General mass element

ent

LINE

Category:

: Boundary el

lement

CLINK: Convection link

BEAM2D: 2D elastic beam element
BEAM3D: 3D elastic beam element

ELBOW:  Elastic elbow element

ELINK: Electrical link.

FLUIDT:  Thermal 3D fluid pipe
AP Gap element

G
GENSTIF:  General stiffness/conduction element
HLINK: Hydraulic link

IMPIPE:  2-node immersed pipe/cable element
PIPE: Elastic straight pipe element b

10.7. abra. A MASS elemtipus létrehozasa

Ehhez az elemtipushoz értelemszeriien nem tartozik anyagtulajdonsag, igy elegendd a pont-
szerll, nulla dimenzids elemnek a tarcsa valosagos haromdimenzids kiterjedését leird tulaj-
donsagok meghatarozasa. Ezen tulajdonsagokat az els6 tarcsara vonatkozdan a 10.8. dbra mu-
tatja. A tarcsa X és Z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka a feladat megoldasa szem-
pontjabol figyelmen kiviil hagyhato, igy ezek értéke 0.

I Fle Edt Geometry Meshing LuadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Element Group
Material Property
Pick Material Lib
User Material Lib
Material Browser
AISC Sect. Table

List Element Groups
List Material Props

List Real Constants
Delete Element Groups
Delete Material Props
Delete Real Constant:
Change E-Prop

New Property Set

Beam Section
List Beam Sections

Associated Element group |2

Real Constant set |2

Continue | Help | Cancel |

RC1 :Massin x-diection [19744
RC2 : Mass in y-direction [19.144
RC3 : Mass in z-direction 119144*
:Rotary inertia sbout wais [0
: Rotary inertia about y-axis }mi
: Rotary inerttia about zais [0
RC7 : Themal capacity |0

oK Help |  Cancel |

10.8. abra. Az 1. tarcsa fizikai tulajdonsagainak megadasa

A tarcsa a végeselem haloban egyetlen ponthoz kotott elemként €s a hozzé tartozo egyetlen

csomopontként jelenik meg. Ennek a létrehozasara mutat példat a 10.9 abra.
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I Fie Edi Geometry [[EEMGEY PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Mesh Options

Mesh_Density »
[ Poronetc s ] poms |
Auto_Mesh »  Curves
Nodes L Surfaces
Elements » volumes

Beginning Key point |2
Delete Elements On Points EndngKeypot[d

Delete Elements On Curves

Delete Elements On Surfaces ciemertil
Delete Elements On Volumes o] Hep |  Cancel |

10.9. abra. Az 1. tarcsa mint végeselem létrehozdsa

A masodik tarcsa a végeselem tipusaban megegyezik az elézdvel, igy 0j elemtipust nem kell
definidlnunk, csak a tarcsa fizikai tulajdonsagait kell megadnunk (10.10 &bra).

EFde Edit Geometry Meshing LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help

Element Group

Material Property

Real Constant

Pick Material Lib

User Material Lib

Material Browser

AISC Sect, Table

List Element Groups

List Material Props RC1 : Mass in wdiection [357
List Real Constants RC2 : Mass in y-direction |9.57
Delete Element Groups RC3 : Mass in z-direction [9.57
Delets Matselel Props RC4 : Rotary inertia about s-axis |0

Delete Real Constant

Change El-Prop RCS : Rotary inertia about y-axis [0.0374

New Property Set Associated Element group [E RC6 : Rotary inerttia about zais [0
Real Constant set [3 E— —

Beam Section oo rosanse RC7 : Thermal capacity [0

List Beam Sections Hep |  Cancel | | Hep |  Cancel |

@

10.10. abra. Az 2. tarcsa fizikai tulajdonsagainak megaddsa

A 2. tarcsa, mint végeselem létrehozéasa az el6z6hoz hasonldan torténik, csak a geometriai
modell mésik pontjan.

Az eddig elkésziilt végeselem halo 6t (a harom tengely szakasz és a két tomegpont), egy-
mastol fliggetlen végeselem modellt takar. Ahhoz, hogy ezt egyetlen modellé egyesitsiik, a
hald csomopontjait dssze kell kapcsolnunk. Ezt a korabbi fejezetekben mar ismertettet modon
tehetjliik meg (10.11 abra).

I Fie Edt Geometry [EERUEN PropSets LoadsBC Control Display Analysis Results Windows Help
Mesh Options

Mesh_Density 4
Parametric_Mesh »

Auto_Mesh »
oefne
Ele i >
ements Identify
Compress
Modify
Push to Point
Push to Curve T
Push to Surface BQUDIngINCAe
s Ending Node [35

List Increment ,17
P'°‘t Tolerance [0.0001
Delete
Re-associate AllZAmong flag | 0: All =
Show Merged Nd Echaflag |1: On -
Update Nd Coord LowHighflag [0:Low =]
Generation » [oK_] _ Hep | _ Cancel

10.11. abra. A végeselem halok egyesitése

A végeselem programrendszer altal a hattérben felépitett matematikai modell megoldhatdsaga
érdekében most is sziikség van a peremfeltételek meghatirozasara, azaz a 10.1 abran jelolt
csapagyak modellezésére. Ezt a korabbi példakhoz hasonldan a tengely két végén 1étrehozott,
mindharom elmozdulasi kényszer rogzitésével adhatjuk meg. Ennek 1étrehozasara mutat pél-
data 10.12 abra.
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|:|F<\e Edit Geometry Meshing PropSets EEELE:EM Control Display Analysis Results ‘Windows Help

Thermal >
Fluid_Flow »
E-Magnetic »
Load_Options ~ »
Function_Curve »

Disp|atement »

Define by Nodes

Pressure » Define by Curves
Master DOF  »|  Define by Surfaces
Coupling > Define by Contours
Bonding »  Define by Regions
Gravity »

Delete by Nodes
Delete by Points
Delete by Curves
Delete by Surfaces
Delete by Contours
Delete by Regions

Plot
List

Beginning Key point [1
Displacement label | AL: All translations ¥
Value [0
Ending Key point [4
Increment [3
Additional Displacement labels if any (L2...L6) [
0K Hep | Cancel |

10.12. abra. A tengely csapagyazasanak megaddasa mint elmozdulasi kényszer

Ezzel 1étrehoztuk a teljes végeselem modellt (10.13 &bra).

10.13. abra. A kész végeselem modell a csomopontok szamozdsaval

A végeselem modell megoldasa el6tt lehetéség van a megoldas menetének szabalyozasara,
példaul a szamitand6 sajatfrekvencidk szamdnak megadédsara (10.14 abra). Célszerli tobb
harmonikus kiszamitasat célul kitlizni, hiszen a modell alapjan a kétirdnyu hajlito €s a csavard
lengések eredményei kiilon-kiilon értékeket eredményezhetnek. A feladatban az elsé 10 har-
monikus meghatarozasat tiizziik ki célul.
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I File Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display [

Results Windows Help ] A_FREQUENCY X
Restart R 7 e
R Nurnber of frequencies
Reaction Method |S: Subspace iteration ¥
Data Check Magimum number of iterations |10
Run Ch?‘k Stum sequence flag [0: No -
List Analysis Opti 3 :

B ineyss Qpdon Eigenvalue shiftflag [0: No eigenvalue shitt ~

Output_Options Eigenvalue shift value [0

Static ,—:I
e Inplane effect flag [0: No

Buckling Options ‘ Tolerance [1e-005

FFE Frequency Option | Soft spring flag [0: No ~

oo Check option ‘ Soft spiing value [1e-006

8l

Post_Dynamic
Nonlinear
Optimize/Sensitivity
Fatigue
Heat_Transfer
Fluid_Mechanics
Electro_Magnetic
Hi-Freq_EMagnetic

List Mode Check Option Hamonicrumper [0
Damping constant [0

‘ Mass flag [0; Lumped mass -

Modal acceleration flag | 0: No b

Mass participation factor 0: No =

Save stiffness matrix flag | 0: No x

Frequency for nonlinear analsis flag [0: No -

Form stiff matrix flag | 0: Form ¥

Spin softening flag | 0: No X

Rigid connections [0 Hinge ~ ¥]

Solveroption [0: Sparse v

Change to 2nd order | 0: Dff X

Hep | Concal |

Run Frequency
Run Bucking

>
»
>
>
3
>
>
>
>
»
»

10.14. abra. A sajatfrekvencia elemzés beallitasai

A paraméterek beallitasa utan kovetkezhet a modell megoldasa (10.15 &bra)

[CJFile Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display

Results Windows Help

Restart
Renumber
Reaction
Data Check
Run Check
List Analysis Option
Output_Options »
Static >

cl » Frequency Options
Post_Dynamic »  Buckling Options
Monlinear »  FFE Frequency Option
S::K;';':e"sensmw : Mode Check Option
Heat_Transfer N List Mode Check Option
Fluid_Mechanics ~ » \‘
Electro_Magnetic  »  Run Buckling ‘
Hi-Freq_EMagnetic  »

10.15. abra. A szamitas futtatasa

A sikeres futtatds utan megjelenithetjiik az eredményeket. Els6ként a kiszamitott elsé nyolc
harmonikus korfrekvencidjat tablazatos formaban a 10.16 dbra mutatja.

[JFile Edt Geomstry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Windows  Help

Combine Load Case

List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results

Read Post-Dyn Response

Setup »
Plot >
Displacement/Response/Reaction

Extremes

Stress Component
Strain Component

Shear/Moment Value
Beam End Force
Spring Force

Gap Force

Thermal Result

Flow Result

Flow Properties
E_Mag Result

HF Emag Result
Fatique Usage Factor

«
1 ER 1 5.

2 2.84151=+002 4.52240e+001 2.21121=-002
2 2.84151e+002 4.52240e+001 2.21121e-002
a 1.167622+002 1.85822e+002 5.281192-002
s 1.16762e+008 1.85888e+002 5.261192-002
5 1.50218e+002 2.29288=+002 4.179942-002
7 7.633672+002 1.21494e+008 5.230862-004
® 1.47471e+004 2.247082+002 4.250622-004

10.16. abra. A kiszamitott sajatlengések korfrekvenciaja

© Moharos Istvan, OE www.tankonyvtar.hu




156 Végeselem-mdodszer

A listaban megfigyelhetjiik, hogy az elsé 6nlengésszam korfrekvenciaja 10™ 1/s nagysagren-
dii, ami a miiszaki gyakorlatban elhanyagolhatéan kicsi. Ez megfelel a lengéstanban tanult
megallapitasnak, miszerint a tobb-szabadsagfoku leng6 rendszerek elsé sajatfrekvenciaja nul-
la. Megfigyelhetjiik, hogy a 2-3. és 4-5. sajatfrekvencidk megegyeznek. Késdbb latni fogjuk,
hogy ez a két sajatlengés a korszimmetrikus kialakitds miatt az X és Z tengely irdnydban jon
létre. A 6. sajatfrekvencianak nincs az el6z6hoz hasonld parja. Ez lesz a két tarcsa kozotti
tengelyszakasz csavarolengésének korfrekvencigja.

A végeselem programok a lengésképeket grafikusan is meg tudjék jeleniteni. A megjeleni-
tések, mint a tengely deformalt alakja értelmezettek (10.17 &bra).

C|F|1e Edit Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Wlnduws Help

Read Post-Dyn Response

Setup »

(S ——

List » Animate

Extremes [l Deformed Shape

Beam Diagrams

Strain
Displacement/Response/Reaction
Thermal

Fluid Flow

Electromagnetic

Fatique

Path Graph
User Result
User Animate

10.17. abra. A lengésképek megjelenitése mint deformalt alak

A deformalt alak megjelenitéséhez a végeselem programok egy nagyitasi tényezot ajanlanak,
hogy a valtozasok érzékelhetéek legyenek, de ne legyenek zavardan eltilzottak. Erdemes
azonban ezt a nagyitasi tényezdt néha feliilirni és a vizsgélt lengésképeken azonos értéket
hasznalni. Ezt tessziik a 10.18 abran, ahol a 2., 4., és 6. Onlengéshez tartozd lengésképeket
egységesen 0,5-es nagyitasi tényezovel jelenitjiik meg.

10.18. abra. A 2. 4. és 6. sajatlengéshez tartozo lengésképek

Az abran megfigyelhetjiik, hogy a tengely elsé harmonikus hajlitolengéséhez a lengéstanban
tanultaknak megfeleléen egy csomépont tartozik. Megfigyelhetjiik, hogy ennél a lengésképnél
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10. Térbeli rudak dinamikai vizsgalata 157

kisebb a tengely deformdcidja, mint a hajlito onlengésnél, azaz szilardsagi szempontbdl ke-
vésbé veszélyes. Ez megfelel a lengéstanban, illetve a gépelemek tdrgyban tanultaknak. Meg-
figyelhetd tovabba, hogy a 6. sajatfrekvencidhoz tartozo lengésképen ilyen nagyitas mellett
nincs "elmozduldsa" a tengelynek. Pontositva, csak a megjelenitésen lathatd elmozdulasa nin-
csen, mivel az Y tengely koriili elcsavarodas ebben az abrazolasban nem latszik.

Tovabbi szamszerli eredményekhez juthatunk, ha az egyes lengésképekhez tartozé elmoz-
dulasokat is megvizsgaljuk. A 10.19 abran a 2. ¢s 3. lengésképhez tartoz6 elmozdulésok latha-
tok.

[CJFile Edt Geometry Meshing PropSets LoadsBC Control Display Analysis Windows  Help
Combine Load Case

List Combined Load Cases
Average Nodal Stress
Available Results

Read Post-Dyn Response

Setup
Plot

=3
Extremes

Stress Component
Strain Component

Shear/Moment Valus
Beam End Force
Spring Force

Gap Force

Mode shape number [7

Natural Frequency

Thermal Result

Set number |1: Mode shape Z
[ —

Beginning Node [T

Flow Result Ending Nods [33

Flow Properties neement
E_Mag Resulk Goordetesysiem [0

HF Emag Result

Fatique Uisage Factor

o] Hep |  Cancel |

R R
U RY
o Ghbbiy St e 1 0.000e+000 0.0002+000 0.000=+000 2.0672-014 2.443e-020 -7.085e-001
2 708200l loodanny oSl 2 2.1282-002 1.4892-034 6.2112-016 2.0562-D14 2.4432-020 —7.053=-001
= S oEaoooie doSadssoef: SRositoe 2 4.2282-00z 2.9772-034 1.236e-015 2.0292-014 2.4422-020 -6.9552-001
& S essday ipnetisnises apSERAte 4 §.2080-002 4.4662-034 1.840e-015 1.89822-014 2.4422-020 -6.7922-001
o SoSSheSO0N Lofia it dodEmeiols S ©.2192-002 5.9552-034 2.4272-015 1.9152-D14 2.4422-020 —6.5652-001
I Spifeanonl a0oienost igiienold & 1.0252-001 7.4422-024 2.991e-015 1.8202-014 2.44%e-020 -5.2722-001
37 B sy ol sl ol o 7 1.2082-001 ©.932e-034 2.5272-015 1.726e-014 2.4422-020 -5.914e-001
£ saoees e =5 & 1.2012-001 1.0422-03% 4.028-01S s02e-014 2.
1 5.0042-001 2.2092-024 1.4702-014
i S aoisany: anaggesoss d-tToeoit S 1.5232-001 1.131a-02% 4.4902-015 1.460e-014 2.
i e R ks e 10 1.6822-001 1.340e-033 4.906e-015 1.2952-014 2.
S ;9925 ol 25, 11 1.8072-001 1.4882-022 §.271e-015 1162-014 2.
1 JoaTaen00t, FoS0rS 02y Npofsaroin 12 1.8122-001 1.5422-022 5.5792-015 9.251a-015 2.
it 2.497¢-001 2.309e-024 7.2382-015
& ettt s B 14 1.8972-001 1.5962-033 5.827e-015 7.2672-015 2.
3 203es! b =% 15 2.0622-001 1.6522-032 6.016e-015 5.2622-015 2.
e ool Bnoreond e s 16 2.1062-001 1.7072-022 6.1442-015 186e-015 2. "
So1E07 000, [Bnale-t0s Srdacs;ozt 10sisin 17 2.1262-001 1.761=-033 5.2082-015 1.0802-015 2.4432-020 -3.631e-002
e iatea o By Sasiions A iseroca Uysymeaioie 18 2.1272-001 1.816e-033 6.208e-015 1182-015 2.44%3e-020 2.831e-002
: iaade sies e10e 15 2.1052-001 1.8712-022 6.141e-015 -3.2462-015 2.44%2-020 1.1472-001
2.0592-001 -1.9262-001 3$.3092-024 -5.6650-015
Rl G B e 20 2.059e-001 1.925e-033 6.007=-01S 5262-015 2.4432-020 1.5282-001
TEogRREOOL, SEIETe 00N, A iiEened Y oiamals 21 1.9882-001 1.5802-032 S.804e-01S5 -7.89562-015 2.4422-020 2.7272-001
D e e O e oy B oaiae 22 1.6952-001 2.0342-03% 5.530e-01S -1.0242-014 2.4422-020 3.S5422-001
Jigea00L, S SRRs00L, oanient Loty 24 1.7762-001 1.631e-032 S5.1822-015 -1.2622-D14 2.4432-020 4.226e-001
SSasssOatighoeres SIISSoAE o, 25 1.6252-001 1.6272-032 4.771e-01S -1.4672-014 2.4422-020 5.0272-001
g E 1.4742-001 -5.6462-001 6.6172-024 -1.5592-014
25 1.4742-001 1.4242-022 4.201e-01S §472-014 2.4422-020 5.6452-001
27 -3.6072-015 -1.718e-023 1.296e-001 -5.1822-001 6.6172-024 -1.616e-014 55 TAIIeNONT UMATTS JTISEETOIf TitSapomold SaisoRt Srgisoment
26 -2.23892-015 -1.421a-025 1.1022-001 -6.6252-001 6.6172-024 -1.950=-014 sE8ecs = 1995 o5 aascs sloecs
29 -2.6352-015 -1.1452-023 ©.9672-002 -7.006e-001 ©.2722-024 —2.0592-014 29 lri02e-00f 1rO17Sm002 3-2losmOln ~liRocem0ll 283ic-0s0  cosame-oor
29 ©.9572-002 ©.1372-034 2.616e-01S -2.044e-014 2.4422-020 7.0062-001
5.612e-002 -7.2952-001 5.272e-024 -2.1442-014
Ss2eas002) Yoenns- o0l (D.RTESORY milisssols 20 6.8122-002 6.1022-034 1.8882-01S 1292-014 2.4422-020 7.2852-001
5 5 ‘ 21 4.5622-002 4.0682-034 1.3372-01S -2.1892-014 2.4422-020 7.5012-001
- 2.3042-002 -7.6252-001 6.2722-024 -2.2402-014
33 0.000e+000 0.0002+000 0.0002+000 -7.6662-001 S.9262-024 -2.25%=-014 22 £-904c-008 2000800008 JoTefe Dl “ecefSe-old £uRdec-00  Tooesc-ood
i . . E 22 0.000e+000 0.000a+000 0.0002+000 -2.2372-D14 2.4422-020 7.6662-001

10.19. abra. A 2. és 3. sajatlengéshez tartozo értékek

A tablazatokban megfigyelhetd, hogy az X Y Z tengely iranyu elmozdulasok koziil csak egy
tartalmaz értelmezhetd értéket, a tobbi elmozdulas ~1072° nagysagrendii. Ezek a végeselem
modell megoldasa sordn keletkezd szamitasi hibak. Ugyanez igaz a tengelyek kortili elfordu-
lasokra is azzal a kiegészitéssel, hogy értelemszeriien csak az elmozdulds sikjara merdleges
tengely koriil jonnek létre valddi elfordulasok.

Nézziik meg a 6. sajatlengés lengésképéhez tartozo elmozdulasokat is (10.20 abra).
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0.000a+000 .000e+000 00e+000 .241e-014
S59e-022 .080e-020 .040e-016 .2242-014
08S5e-022 .416=-023 .974e-016 .270e-014
055e-021 .124=-023 .169e2-015 .182e-014
291e-021 .822e2-023 .510e-015 .0572-014
714e-021 .540e-023 .8072-015 .97682-015
021le-021 .248e-023 .0S2e-015 .0272-015
-208e-021 .9562-023 .232e-015 .721e-015
S72e-021 .664e-023 .238e-015 .061e-015
.81le-021 .272e-023 .2592-015 .S44e-016
.021le-021 .080e-023 .2684e-015 .224e-015
.197e-021 .112e-023 .098e-015 -540=-015
.239e-021 .145e-023 .6262-015 .009e-014
.448e-021 .178e=-023 .4862-015 -199=-014
.S21e-021 .211e-023 .100e-015 .222e-014
.557e-021 .244=-023 .871e-016 .2792-014

624e+000 -1.185e-020
6242+000 -1.1792-020
624e+000 -1.168e-020
6242+000 -1.186e-020
624e+000 -1.098e-020
6242+000 -1.0492-020
6222+000 -9.889e-021
622e+000 -9.182e-021
6222+000 -6.2366e-021
622e+000 -7.442e-021
621e+000 -6.410e-021
044e+000 -5.208e-021
466e+000 -4.1772-021

566e+000 -2.017e-021
.210e+000 -1.6272-021
722e+000 -6.0862-022

1
AROEREODGLLSSH8 80000000

WIAHHHENINANOOEO OO OEONRNN PR P J6

.557e-021 .277=-023 .6632-016 .2692-014 .1542+000 6.29%2-022
.5192-021 -23.0962-030 -1.4072-016 -1.294e-014 .7642-001 1.916e-021
.443e-021 6.5752-030 -5.1572-016 -1.152e-014 .5072-002 2.2232-021
.226e-021 1.6252-029 -5.3832-016 -9.446e-015 .7942-001 4.558e-021
.169e-021 2.5922-029 -1.089e-015 -6.706e-01S —-1.157+000 S5.923e-021
.970e-021 2.332e-029 -1.242e-015 -3.789e-015 -1.157=+000 7.233e-021
.724e-021 2.072e2-029 -1.213e-015 -1.179e-015 -1.156e+000 6.405e-021
.465e-021 1.8142-023 -1.210e-015 1.124e-015 -1.15682+000 9.440e-021
166e-021 1.555e-029 -1.24%2e-015 2.121e-015 -1.158e+000 1.034e-020
8422-021 1.296e-029 -1.120e-015 4.810e-015 -1.158e+000 1.110a-020
4992-021 1.0272-029 -9.514e-016 6.192e-015 -1.158e+000 1.172e-020
1282-021 7.775e-030 -7.45682-016 7.266e-015 -1.158e+000 1.220a-020
6632-022 5.184e-030 —-5.1252-016 6.0234e-015 -1.158e+000 1.2542-020
852e-022 2.592e-030 -2.6092-016 6.4952-015 -1.158e+000 1.275e2-020
o )

0.000e+000 .000e+000 0.000=+000 .6482-015 -1.1562+000 1.282e-020

10.20. abra. A 6. sajatlengéshez tartozo értékek

A tablazatbol megallapithatd, hogy az elmozdulasok a 10.18 abra kapcsan tett feltételezésnek
megfelelden nulla értékiiek, és csak az Y tengely koriili elfordulasok mutatnak értékelhetd
eredményeket. Az is lathato, hogy a csavaro6 lengés csak a két tarcsa kozott jon 1étre, a tarcsak
¢és a csapagyak kozotti tengelyszakaszon az elcsavarodas értékei nem valtoznak. Természete-
sen ez is megfelel varakozasainknak és a lengéstanban tanultaknak.

10.5. Megjegyzések

A mérnoki gyakorlatban csavard lengések elemzésére altaldban csak hosszu, rugalmas tenge-
lyek, illetve rugalmas tengelykapcsoldk alkalmazéasa esetén van sziikség.

A forg6 tengelyek hajlito lengése vizsgalhato BEAM2D elemek alkalmazasaval is, azzal a
kikotéssel, hogy a tengely korszimmetrikus keresztmetszeti.
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11. BEVEZETES SIKFELADATOK TEMAKORBE.
SIKFESZULTSEGI, SIKALAKVALTOZASI ES
FORGASSZIMMETRIKUS (TENGELYSZIMMETRIKUS)
MODELLEK ALKALMAZASA

11.1.  Sikfeladatok alaptipusai

Sikfeladatok esetén kétdimenzios, vagy kétvaltozos problémakrdl beszéliink, a rugalmassag-
tan alapegyenletei ekkor jelentdsen egyszerisddnek a térbeli feladatokhoz képest. A rugal-
massagtan sikfeladatait alapvetden két kategoriaba sorolhatjuk [1]:

— sikfesziiltség - vékony, alland6 vastagsagu szerkezet sikjaban terhelve (11.1a dbra),
— sikalakvaltozas - hosszu, allando keresztmetszetli alkatrész a paldstjan terhelve (11.1b
abra).

Megjegyezziik, hogy az altalanositott sikfesziiltségi allapot szintén a kétvaltozos feladatok
témakorbe tartozik, amennyiben mindent atlagértékekre vonatkoztatunk.

11.1 abra. Sikfesziiltségi (a) és sikalakvaltozasi (b) allapot szemléltetése.

Sikfeladatok esetén az elmozdulas-vektormez6 csak x és y fliggvénye:

(11.1)

u=u(xy)= {u(x’ y)} -

v(x,y)

Kovetkezésképp az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzormezdk is csak Xx-t6l és y-tol fiigge-
nek:

e=e(xy), g=a(xy). (11.2)

A kovetkezokben nézziik meg, hogy a fenti mennyiségek kozott milyen Osszefliggések
irhatok fel.
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11.2.  Egyensilyi egyenlet, elmozdulas és alakvaltozas

Az egyensulyi egyenlet egy differencialis sikelem belsé egyensulyat fejezi ki. A 11.2 dbra
alapjan felirhat6 az X és y irdnyu erdk egyensulya [1,2]:

(o, +do,)dy —o,dy + (7, +dz,)dx—dzr,)dx+q,dxdy =0, (11.3)
(o, +do,)dx—o,dx+ (7, +dz, )dy—dz, )dy+q,dxdy =0,

ahol o a normal-, 7 a csusztatofesziiltség, Qx €s qy pedig a térfogatra hatd erd stirliségvektora-
nak komponensei. A (11.3) egyenletek egyszertisitésével jutunk el az alabbi egyenletekhez:

oo, 0T, or,, 0o,

—X+—+q,=0, —+—>+¢q, =0. 11.4
OX oy % OX oy % (1L4)

Ay
<O 9x Tt | gy

Txy dx Ty +d Txy

Xy

11.2 abra. Differencialis sikelem egyensulya.

Az egyensulyi egyenlet vektoregyenletként a kovetkezOképpen irhato fel [1,2]:

V+q=0, (11.5)

Q

ahol g = q(x,y) a térfogati erdk siiriségvektora, V pedig a Hamilton-féle differencialoperator
(vektoroperator) kétdimenzios valtozata:

V:21+£j. (11.6)
oXx~ oy~

Az alakvaltozasi és elmozdulasmez6 kozotti kapesolat leirasahoz vizsgaljuk meg egy dif-

ferencialis sikelem pontjainak elmozdulasait és alakvaltozasat a 11.3 abra alapjan! Az elem

AB szakaszéanak X, és AD szakaszanak y iranyu fajlagos megnyulasa és szogvaltozasa:
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11. Bevezetés sikfeladatok témakérbe 161

¢ = A'B'-AB _ AB—dX, e, = A'D'-AD _ A D—dy’ v =£—,6’=¢9+/”t. (11.7)
AB dx AD dy 2
Az édbra alapjan ugyancsak felirhat6 a kovetkezo:
(A'B")? =[dx(1+¢,)] = (dX+@dx)2 +(@dx)2, (11.8)
OX OX
amibdl:
2 2
1+2¢, +&’ S (MY (V) (11.9)
oX \ OX OX

A fenti Osszefiiggés alkalmas az Gn. nagy alakvéltozas esetén az X iranyu fajlagos nyulas
szamitasara. A rugalmassagtanban azonban a legtobbszor megfelelé pontossagu eredmények
kaphatok a fenti Osszefliggés linearizalasaval. Az y irdnyu fajlagos nyulas hasonldéan adodik.
A magasabb rendii tagokat elhagyva kapjuk a linearizalt 6sszefiiggéseket:

&, =8—u, &, = @ (11.10)
OX oy
A 11. 3 abra alapjan a @szog is felirhato:
__ (ov/ox)dx _ (11.11)
dx + (ou/ ox)dx
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A
Y ?—3;': dy
> - Cf
r Dr
@ k Y
ay Y E
| $ %
F D C I -._.J B' ¥ av
A * | adx
dy 3 fe 4
v au
v |A B v e dx ; : X tx
X| .. dx
B/ u__ |
Y >
X
11.3 abra. Differencialis sikelem elmozdulasa és deformacioja.
Feltételezve, hogy kis szogekrdl van szo:
9:@,/126—“. (11.12)
OX oy
fgy (11.7) alapjan:
Vxy za—u+@. (11.13)
oy OX

A (11.10) és (11.13) osszefliggéseket tenzoregyenletbe foglalva kapjuk az Gin. geometriai
egyenletet, amely altalanos térbeli feladatokra is igaz [1,2]:

=%(gov+vog), (11.14)

I

ahol a karika a diadikus szorzas jele.

11.3.  Konstitutiv egyenletek

A homogén, linedrisan rugalmas, izotrop test anyagi viselkedését, azaz a fesziiltség-
alakvaltozas kapcsolatot a Hooke-torvény irja le [3]:
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= &, E] (11.15)
2G|= 1+v =

e

1-2v

ahol v a Poisson-tényez6, E a rugalmassagi modulusz, G = E/(2(1+v)) a csusztatd rugalmas-
sagi modulusz, E az egységtenzor, o €s & pedig elsd skalarinvariansok.

11.3.1. Sikfesziiltségi allapot

Sikfesziltségi allapot esetén a fesziiltségkomponensek:
o,=0,(%Y), o,=0,(xY), 7, =1, (XY) és 7, =7, =0, =0, (11.16)

vagyis az x-y sikra merdleges normalfesziiltség, valamint a z normalist sikon miikodé csusz-
tatofesziiltségek zérusok. A fesziiltségi és alakvaltozasi tenzorok ez alapjan a kovetkezd for-
mat veszik fel:

o, T, O &, 1/2-y, O
o=ty o, 0,e=1/2-y, o, 0 |. (11.17)
0O 0 O 0 0 £

z

Ekkor (11.15) els6 egyenletébdl kapjuk:

1+v v 1
e =—|o,—— (o, + =—(o, —vo,), 11.18
o o) |- Lo e (11.18)
1+v 1% 1 2(1+v)
&, =?[O'y—m(ax+ay)}=g(0'y—vax), Y = £ Ty
A z irdnyu fajlagos nyulas pedig:
1+v 1% 1% 1%
&, =—|-——(0,+0,)|=—=(0,+0,)=—(5, +¢,). 11.19
o) |- Lo =1 e (1119

Megjegyezziik, hogy & nem szerepel az egyenletekben, de a masik két fajlagos nyulas
segitségével mindig kifejezhetd. A fenti képletek segitségével a fesziiltségeket is kifejezhet-
Juk:

~E
Y20+ v) L3

o, = E [gx+vgy)], o, [gy+vgx)],r (11.20)

A PV 1.2

A fesziiltség-alakvaltozas kapcsolatot tigy is ki lehet fejezni, ha a komponenseket vektorba
foglaljuk:
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&' Z[EX,{:‘y,]/xy], o' =[0X,ay,rxy] (11.21)

Ekkor az 6sszefliggést egy matrix segitségével tudjuk leirni:

o=Cs, (11.22)

ahol C a rugalmassagi allandok matrixa. A (11.20)-(11.22) alapjan a C matrix sikfesziiltségi

allapot esetén:

. 1 v 0
c* =1 7| 1 0 (11.23)
> —, v
0 0 =¥
2
A matrix inverze, illetve determinansa:
. 1 -v 0 £
(c:-“’f)*lzE —v 1 0 |, detC® = A (11.24)
- 0 0 21+v) d=v)d+v)

A fesziiltség-alakvaltozas utobbi formajat végeselemes szamitasoknal szoktak alkalmazni.

11.3.2. Sikalakvaltozasi allapot

Sikalakvaltozasi allapot esetén a kiindulo feltételiink: & = 0, azaz az x-y sikra merdlegesen a
fajlagos nyulas zérus. A fesziiltségi és alakvaltozasi tenzorok ekkor:

o, 7, O £, /2.y, O
c=|t, o, 0|, =12y, &, 0]. (11.25)
0 0 o, 0 0 0

A Hooke-torvény alapjan kapjuk, hogy:

E 1% E 1%
=l e + E. + & , =— &, + E,t € , 11.26
Tx 1+v{ X 1—21/( g y)} 7y 1+v{ g 1—21/( y)} ( )
T __E o,=v(o,+0,)
i 2(1+v)7/xy' ’ X o

A fesziiltség-alakvaltozas kapcsolatot eldallitva a o = Ce képletbdl kapjuk:
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. 1-v v 0
C¥=— | v 1-v 0 | (11.27)
@+v)A-2v) 0 0 1%
2
és:
1 —1L 0
-V
2 3
cHytivii_ vy 0 |, detC® = E _. (11.28)
= E 1-v = 2(1-2v)(L+v)
0 0 2
L 1-v]

11.4.  Sikfeladatok alapegyenletei

Sikfeladatok esetén az 0sszes ismeretlenek szama mindig nyolc: ok, oy, %y, &, &, Yy, U €s V.
Sikfesziiltségi allapotnal az &, sikalakvaltozasi allapotnal pedig a o; komponens mindig ki-
szamolhat6 az X és y irdnyu mennyiségekbdl.

11.4.1. Kompatibilitasi egyenlet

A (11.10) és (11.13) képletek kombinalasaval juthatunk el az un. kompatibilitasi egyenlethez
[1,2]:

628X " 62“E‘y _ 82]/yx
o7 X’ oxoy

(11.29)

A fenti kifejezés mind sikfesziiltség, mind pedig sikalakvaltozas esetére is igaz. A kompa-
tibilitasi egyenletet a fesziiltségekkel is ki lehet fejezni. Sikfesziiltségi allapotra fejezziik ki a
(11.29) egyenletet a fesziiltségekkel a (11.19) képlet alapjan:

2 o’c, o°c 2 ot
oo, 0% 0% 00| 19 % (11.30)
E| oy oy OX OX G oxoy
Ezutan kifejezziik a cstsztato fesziiltség vegyes derivaltjat a (11.4) egyenletbdl:
o’r 0 2 o’
Oy 106, Ay 070, 0Oy (11.31)
OXoy 2{ ox oy  oXx oy

A kett6ét 6sszekombindlva kapjuk:
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0
vV (o, +o,)=—1+ v)(%+%}, (11.32)
ahol:
2 2
A (11.33)
ox° oy

Sikalakvaltozas esetén ugyanilyen mdodon juthatunk el a

0
Vi(o,+o,)=- ! [aqu qyj (11.34)
1-v{ ox oy

egyenlethez. Lathato, hogy ha nincs térfogati erd, akkor sikfesziiltségi és sikalakvaltozasi al-
lapotban a kompatibilitasi egyenlet ugyanolyan formaji. Abban az esetben, ha az erétér kon-
zervativ, akkor létezik egy olyan U potencialfiiggvény, amelynnek gradiense megadja a térfo-
gati erd slirliségvektoranak komponenseit, azaz:

a, :ﬂ és g, :Q. (11.35)

OX oy

11.4.2. Az Airy-féle fesziiltségfiiggvény

Az egyensulyi egyenletek és a kompatibilitasi egyenlet egyetlen egyenletté redukélhatok az
un. Airy-féle fesziiltségfiiggvény segitségével. Legyen y = y(x,y) az Airy-féle fesziiltségfiigg-
vény, amit a kovetkezéképpen definidlunk [1,2]:

2 2 2
o +U=22Z 5 u=92 , - 02 (11.36)
oy ox oxay

Ezeket visszatéve a (11.4) egyenstlyi egyenletekbe, lathatd, hogy az egyenletek teljesiil-
nek. A fesziiltségfiiggvényt minden olyan fesziiltségmezdre eld lehet allitani, amely teljesiti
az egyensulyi egyenleteket és ahol a térfogati eré potencidlos. A fesziiltségfiiggvény segitsé-
gével a kompatibilitasi egyenlet (11.34):

Viy=0-v)VU, (11.37)
ahol:

4 4 4
vieve(v)=L 4o 0 O (11.38)

—_— + —_—
8X4 8X28y2 ay4
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a biharmonikus operator. A (11.37) egyenlet a sikfesziiltségi allapot alapegyenlete konzerva-
tiv térfogati erék esetén. Ha a y = y(x,y) fliggvényt sikertiil elallitani, ami teljesiti (11.37)-et
¢s az eloirt peremfeltételeket is, akkor megtalaltuk a feladat megoldasat. A fesziiltség- ¢€s
alakvaltozasi mez6 a (11.36) és (11.19) egyenletekbdl hatarozhatd meg. Ha a térfogati erd
konstans, vagy pedig az U potencialfiiggvény harmonikus fliggvény, akkor az alapegyenlet a
kovetkezd lesz:

Véy =0, (11.39)

ami egy parcialis differencialegyenlet, illetve biharmonikus egyenlet.
11.4.3. A Navier-féle egyenlet

Ezek utan fejezziik ki az alapegyenleteket az elmozduldsmezdvel sikfesziiltségi allapotral A
(11.10), (11.13) és (11.19) egyenletek kombinalasaval jutunk a kovetkezokhoz [1,2]:

M L vy, Yt vey, B YL (11.40)
ox E oy E oy ox G
Atrendezés utan kapjuk, hogy:
o= E (M N, BV o) E Ju o (11.41)
1-v°|0ox oy 1-v°|loy  oOXx 2(l+v)| oy ox

A fenti fesziiltségképleteket visszatéve a (11.4) egyensulyi egyenletbe kapjuk a Navier-
féle egyenleteket:

v+ O[M N +q, =0, (11.42)
20—v) x| ax oy

- 8(8u av] 6 =0,
20-v)yoy\ox oy) 7

Sikalakvaltozasi allapotra hasonldan vezethetd le a Navier-féle egyenlet, ekkor a kovetke-
z6t kapjuk:

GViu+ E 2[a—qu@J+qx =0, (11.43)
21+v)A-2v) ox|\ ox oy

- E a[au avj q, = 0.
2L+v)A-2v) oyl ox oy

Sikfesziiltségi allapot esetén a fesziiltségi tenzor elsd skalarinvariansa:
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o, =0,+0, = Vig. (11.44)

11.4.4. Peremérték-feladatok

Lemez alakt szerkezetek kozépsikjara nézve szimmetrikus kiilsd eréeloszlas esetén a fesziilt-
ségfliggvény egzakt megoldasa, amely teljesiti az egyensulyi és a kompatibilitasi egyenleteket
1s, a kovetkezo [2]:

1 v
X = Xo —Em(v%)z{ (11.45)
ahol:
Xo=2Xo(X,Y), (11.46)

ami teljesiti a
V%, =0 (11.47)

egyenletet. A (11.45)-ben a masodik, z-t6l fiiggd tag elhanyagolhatd, ha a lemez vékony, eb-
ben az esetben:

Viy=V'y, =0. (11.48)

Vékony lemezek esetén a (11.45) egyenletbdl szamolt valdsagos fesziiltségeloszlast na-
gyon jol megkozelitjiik (11.48) alapjan is.

Foglaljuk 6ssze, hogy milyen feltételei vannak a sikfesziiltségi allapotnak! A vizsgalt test-
nek vékony lemeznek kell lenni, a lemez két z normalisu feliilete terheletlen legyen, a kiilsd
erdk csak x vagy y iranytak lehetnek, a vastagsag mentén a terhelés szimmetrikus legyen az x
¢és Yy tengelyekre nézve.

A sikfeladatok alapegyenlet-rendszere egy parcialis differencialegyenlet-rendszer (egyen-
sulyi egyenlet, geometriai egyenlet és anyagtorvény), amihez peremfeltételek is tartoznak. A
dinamikai peremfeltétel a fesziiltségi tenzor €s a kiilsé terhelés vektora kozotti 6sszefliggés a
peremgorbe bizonyos pontjaiban:

19

n=p, (11.49)

ahol p valamely peremfeliileten megoszlo terhelés stiriségvektora, n pedig a peremfeliiletrol,
vagy annak egy részérdl kifelé mutatdo normalis vektor, amely parhuzamos az x-y sikkal. A
kinematikai peremfeltétel adott pont (vagy pontok) eldirt elmozdulasat jelenti:

Q(Xm YO) =Uy, (11-50)
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ahol up az el6irt elmozdulas vektora, Xg €s Yo pedig az adott pont koordinatai. Az alapegyenlet-
rendszert és a hozza tartozd dinamikai és kinematikai peremfeltételeket egylitt peremérték-
feladatnak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a sikfeladatok alapegyenlet-rendszerét és peremfeltételeit teljesitd
megoldasok levezetése analitikusan kozel lehetetlen feladat. A feladatok megoldésat ,,inverz”,
vagy ,.fél-inverz” moédon szoktak megkeresni [1]. Az inverz mddszer 1ényege, hogy kivalasz-
tunk egy megoldast, €s ez utdn megkeressiik, hogy ezzel a megoldéassal milyen peremfeltéte-
leket lehet maradéktalanul kielégiteni, azaz eldszor a megoldast vezetjiik le, és utana fogal-
mazzuk meg a hozza tartozo feladatot. A fél-inverz moddszer 1ényeg, hogy egy adott feladat
esetén feltételezlink egy részlegesen ismert megoldast. A részlegesen ismert megoldas a fiig-
getlen valtozok ismert és ismeretlen fiiggvénye. A részleges megoldast visszahelyettesitve az
alapegyenlet-rendszerbe egy egyszeriibb differencialegyenlet-rendszert kapunk az ismeretlen
fliggvényekre nézve. A feladatot ezutan a megfeleld peremfeltételek alapjan direkt modsze-
rekkel tudjuk megoldani.

11.5.  Példak sikfesziiltségi allapotra
11.5.1. Négyzet alaku lemez peremterhelésének meghatdrozdsa

A 11.4 abran vazolt négyzet alaku, vékony lemezre adott az Airy-féle fesziiltségfiiggvény az
X-y koordinata-rendszerben [3]:

pO 1 2.,2 1 4)
X, y)=—-| =X -= ) 11.51
x(X,Y) az(z y 6y ( )

ahol po vonal menti megoszl6 teher intenzitasa. A térfogati erd elhanyagolhato, feltételezziink
sikfesziiltségi allapotot.

y

X
11.4 abra. Sikfesziiltségi allapotu négyzet alaku lemez.
Milyen erorendszer terheli a lemez peremét?
El6szor allitsuk el6 a fesziiltségmezot:

0? 0°
o, = ay;f =%(x2 -2y?*), o, = 8)(75 =%y2, (11.52)

© Szekrényes Andras, BME www.tankonyvtar.hu




170 Végeselem-mdodszer

O ’x __p
Ty =Ty :—@:—a—gZW,GZ =0.

A peremterheléseket a dinamikai peremfeltétel felhasznalasaval és a peremgorbékre torté-
nd lokalizalassal tudjuk kiszdmitani. Ehhez sziikség van a peremgdrbékbdl kifelé mutato
normalisokra:

.. konstans normdlis
peremgbrbe koordindta | (n)
1 =0 -1
2 X =a i
3 y =0 -]
4 y=a 1

D _
Oy (O’ y) Ty (O’ y) 0]-1 — Oy (Oa Y) a_(Z)2y2
El :_gi: Txy (01 y) Gy (01 y) 0 0 |= 0 = 0 ) (1153)
0 0 o O 0 0
_po 2 2 ]
— (@ -2y%)
o (@y) r,@y) 0f1] [o,ay)] |&°
b, =gi=|r,@y) o,@y 0[0|=|r,@n|=| -2y |
0 0 00 0 0
o,(x0) 7,,(x0) 0| 0 —7,,(%,0) 0
P, =—gj= 7,(x0) o,(x0) 0)-1|=|-0,(x0)|=|0],
0 0 of O 0 0
—&ZX
- o,(xa) 7,(x,a) 0]0 7, (X,2) a
p,=cj= rxy(x,a) O'y(X,a) OIl1|= o—y(x,a) = D,
0 0 00 0 0

A peremterheléseket ugy kapjuk meg, hogy a fenti vektorok komponenseit, mint fiiggvé-
nyeket a peremek mentén abrazoljuk. Ezt mutatja a 11.5 4bra, ahol a 11.5a dbran a normal
iranyt (peremgorbére merdleges) a 11.5b dbran a tangencidlis (peremgorbékhez képest érinto-
leges) fesziiltségeloszlasokat abrazoltuk.
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a. b.

Py
THfpreere(s @ -2p,

2p{>® Po o
F 3
y

@ ey |, @
Z
® ,, ®

Pa X Ps X

& 2p0

@

11.5 dbra. Sikfesziiltségi dallapotu négyzet alaku lemez normalis (a) és tangencidalis (b)
peremterhelései

11.5.2. Tangencialisan terhelt lemez vizsgalata

A 11.6 abran vazolt 2h-L méretii, vékony lemezben a térfogati eré elhanyagolhato, feltételez-

zlink sikfesziiltségi allapotot. Az abran lathatd terhelés esetén adott az Airy-féle fesziiltség-
fliggvény [3]:

3

2 L 2 L 3
x(x,y)=%(xy—xﬁ —ng + z + h{ J (11.54)

»>

P

S

NN

11.6 abra. Sikfesziiltségi allapotu, tangencidalisan terhelt lemez.

Egzakt megoldasa-e az adott y(x,y) fiiggvény a fenti feladatnak?

Egy x(xy) fliggvény egzakt megoldasa a feladatnak, ha teljesiti a sikfeladatok alapegyen-
letét és a dinamikai peremfeltételeket. A fenti fliggvény alapjan belathatd, hogy sikfeladatok
alapegyenlete (11.39-es egyenlet) ebben az esetben teljesiil, hiszen a parcialis differencial-
egyenlet negyedrendii, a fiiggvény pedig legfeljebb y harmadik hatvanyat tartalmazza. Vizs-
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galjuk meg a dinamikai peremfeltételeket! Az el6z6 feladathoz hasonldéan szamitsuk ki a fe-
szlltségmezOt:

2 _ _ 2
angylept["thrS("hzx)yj,ayzazzo, (11.55)

o’y 1 2y 3y’

Ezek alapjan kifejezziik a peremterheléseket:

2
x=L:o,=0,r :__pt(l—%—:%], (11.56)

y=-h:o,=0,7,=0.

Végiil ettdl fliggetleniil irjuk fel a 11.6 abra alapjan a dinamikai peremfeltételeket! A di-
namikai peremfeltétel szerint a peremgorbén lehetséges fesziiltségeknek meg kell egyezni a
tehervektor megfeleld (normalis vagy tangencialis) komponensével. Ez alapjan:

x=L:o,=0,7, =0, (11.57)

y =-h: 0'y=0,z'xy=0.

A peremfeltételeket Osszehasonlitva a peremterhelésekkel, lathato, hogy egy feltétel nem
teljesiil, mégpedig az X = L peremen a zx nem nulla, azaz sériil a peremfeltételek koziil egy.
Vannak azonban kitiintetett pontok. A képlet szerint:

1 2y 3y? 2y 3y?
_Zpt(l_F_Fj:Ojl_r_h_zzoj%ﬂ+2yh_h2:0’ (1158)

aminek megoldasa y1 = 1/3-h és y, = —h, azaz két pontban teljesiil a dinamikai peremfeltétel.
A megadott y(x,y) fiiggvény tehat nem egzakt megoldasa a 11.6 abran lathato feladatnak, mert
a dinamikai feltételek koziil egy sériil. Ez azonban elfogadhat6, mint kozelitd megoldas, hi-
szen a (11.39) alapegyenlettel egyiitt tiz feltételbdl kilencet teljesit. Meg kell jegyezni, hogy
az x = 0 perem egy befogott perem, ami kinematikai peremfeltételt jelent, ebben a feladatban
ezt ezért nem vizsgaltuk.
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11.6.  Sikfeladatok alapegyenletei polarkoordinatak segitségével

A rugalmassagtanban tobb olyan feladattipus is van, amelynek megoldasat hengerkoordinata-
rendszerben célszerii felirni. A 11.7 abra alapjan felirhatok a kdvetkezo osszefiiggések [1]:

X=rcos4,y=rsing, (11.59)

g=arctan Y, r? =x>+y?.
X

tangencialis
vt > irany |
” radialis
irany
[

A

A

%
11.7 abra. Polarkoordinata-rendszer paraméterei.

A polarkoordinatak X és y szerinti derivaltjai (11.59) utolso képlete alapjan:

X _X_cos9, P =Y _ging, (11.60)
oX r oy r

08 y sing 08 x cosd

o r r oy r? r
Az X és Yy szerinti derivalast a lancszabaly alapjan irhatjuk fel:

— == 2427 2 —cos9—-ZL— | (11.61)

o0 or o 08 0 . 0 cos$ 0
—=——+——=5In%—+
oy oyor oy o9 or r o094

Az alapegyenletek felirdsahoz felhasznaljuk a fesziiltség-transzformacios képleteket [1]. A
normal- és csusztatdfesziiltségeket a kovetkezd képletekkel tudjuk transzformalni egy z kortil
J-val elforgatott koordinatarendszerbe:
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o,=n'oh, r,,=m on, (11.62)
ahol:
n" =[cosd sind 0], m" =[-sind cosI 0], (11.63)

amivel kapjuk:

o, =0, C0s* 3+0,8in° 3+1,,5iN29, (11.64)
o, =0o,8in’ $+0, 008 9—17,,5in29,
7, = (0, —0,)sindcos $+17,,(cos” 9—sin? 9,

Hasonlo transzformacios képletek vezethetok le az alakvaltozasi jellemzdokre is (&, &,
Ky)- A (11.64) képleteket visszatéve a (11.4) egyensulyi egyenletbe, valamint feltételezve,
hogy térfogati erdk is miikodnek, kapjuk, hogy [1,2]:

do, 107 0170y o _o, (11.65)
o r 08 r
100, +8rr5 +22'r9 +q, =0,

r 09 or r

ahol az elébbi a radialis, utdébbi pedig a tangencidalis irdnyu egyenlet. A transzformacids 0ssze-
figgéseket felirva az alakvaltozasi tenzor komponenseire is, illetve az elmozdulas-
komponensekre, levezethetdk a kovetkezo képletek:

g o U 1O, 10U DU, U, (11.66)

" or r reet v ee T ar v

ahol u; és ug a radialis és tangencialis iranyu elmozdulasok. Az elmozdulas-komponensek
kikiiszobolésével jutunk el a kompatibilitasi egyenlethez:

2 2 2
56;9 +i28 gzr +2889 _Eagrzlﬁ 7r9+i267r5. (11.67)
or r- o9 ror ror rorod r° 084

A Hooke-torvény esetén nincs sziikség transzformaciora, mivel a polarkoordinata-rendszer
ortogonalis. Ezért pl. a sikfesziiltségi allapotra vonatkozé (11.20) képletekben az x-et r-el, az
y-t 9-val kell helyettesiteni:

_ 21+v) -
E

£, :é(a, —Vvoy), & =é(0'9 —V0O,), Vg (11.68)
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E
To1-v? 1-v B 2(1+v)

E E
O, = [€r+v‘93)]’0_8 :—2[‘99+V8r)]’rr9_ Veg:

Ugyanezek a képletek sikalakvaltozas esetén (11.26) alapjan:

1-v? v 1-v? v 2(L+v)
g = O, ———0y), §g=——(0y———0,), Vg = Teg) 11.69
r E (r 1—v 9) 9 E (9 1—v ) Vrg E 9 ( )
a—£5+v(8+5) a—ig+L(5+5) T 4= E
Ty | T T T T | T T ) T T ey T
Sikalakvaltozas esetén az alakvaltozasi tenzor els6 skalarinvariansa:
g =g 4, = O0WU) LU, (11.70)

r or r o9

A fesziiltség- és alakvaltozasi komponenseket visszahelyettesitve a (11.65) egyenstlyi
egyenletbe (sikalakvaltozas) és behelyettesitve az elsd skalarinvarianst, kapjuk a Navier-féle
egyenletet polarkoordinatakkal [1,2]:

(1+26)%8 2602 o . (11.71)
or r 094
1oe ow

A+2G)=—-+2G—+q, =0,

( )r o9 or s

ahol

o= 2Ms) _ Oy (11.72)

2r\ or 09

a z tengely kortili forgas, a A pedig a Lamé-féle paraméter:

VE

R e R— (11.73)
L+v)1-2v)

A sikfeladatok alapegyenletét a Hamilton-operator segitségével tudjuk felirni
polarkoordinatakkal. A (11.48) és (11.61) képletek alapjan:

2 2 2 2
V4){=v2v2)(=[a_+1£+riza ](a +12+i26 JZ:O (1174)

o2 ror 0% lor? ror r? o9l
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A fesziiltségek képleteit a differencialhanyadosokat megado6 (11.61)-es és a (11.64) transz-
formacios képletek segitségével fejezhetjiik ki:

2 2
o, =18—Z+i28—’§,03 _0 Loz, ——3(18—7‘]. (11.75)
ror r°o9 or or\rog
Az utdbbi harom képlet mind sikfesziiltség, mind pedig sikalakvaltozas esetén igaz. Az
egyensulyi egyenleteket, alakvaltozas-elmozdulas kapcsolatot infinitezimalis elemek
polarkoordinata-rendszerben valo vizsgalataval is le lehet vezetni [1].

11.7.  Tengelyszimmetrikus sikfeladatok
A polarkoordinatdk hasznalata kiilondsen hasznos forgdsszimmetrikus vagy mas néven ten-
gelyszimmetrikus feladatok megoldasakor. Ekkor az elmozdulasok, fesziiltségek fliggetlenek

a szogkoordinatatdl (9), igy a 9 szerinti derivaltak mindenhol eltiinnek. A sikfeladatok alap-
egyenlete a kovetkez6 lesz (11.74) alapjan:

d* 2d®* 1d* 1d
T . ) P ) 11.76
(dr4 rdr® r2dr® r? er ( )

Ezt az egyenletet at lehet alakitani konstans egytitthatos differencialegyenletté egy uj val-
tozo, & bevezetésével:

r=e°. (11.77)

fgy (11.76) a kovetkez6 lesz:

d* d? d?
[M L +4d§2}(=o, (11.78)

amelynek altalanos megoldasa:

7=A&¥ +Be®* +C&+D. (11.79)
Visszatéve e*-t:

7=Ar’Inr+Br’+ClInr+D, (11.80)

ahol A, B, C és D konstansok. A fesziiltségképletek (11.75) alapjan:

2
ol

A S} 11.81
o T et (11.81)
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A megoldasfiiggvényt visszatéve kapjuk:

o, =2Alnr+£2+A+ZB, o, :2Alnr—£2+3A+ZB, 7,4 =0. (11.82)
r r

11.7.1. Témor kérhenger és vastagfalu cso

Nézzilink néhany példat a fenti egyenletek, képletek alkalmazasara [1]! Tomor korhenger ese-
tén a fesziiltségek r = 0-nal nem lehetnek végtelenek, ezért

A=C=0. (11.83)
Tehat a fesziiltségek egy tomor korhenger esetén:

o, =0,=2B,7,,=0. (11.84)

r

Ez egy normadlis irdnyban a kiils6 paldston 2B nyomassal terhelt korhenger megoldésa.
Furatos korhenger vagy vastagfalu cs6 (11.8a dbra) esetén nem elegendd a dinamikai feltéte-
lek vizsgalata, kinematikai peremfeltételeket is el6 kell irni.

11.8 abra. ElGirt perem-elmozduldsu kérhenger (a), vékony forgo tarcsa (b).

Az alakvaltozasi jellemzOk a kovetkezok lesznek (11.66) alapjan:

du, u,
8r=W,89=T,]/r‘9 =0. (1185)

A (11.68) fesziiltség-alakvaltozas kapcsolat segitségével juthatunk el az alabbi Osszefiig-
gésekhez:

du,
dr

=K,(o, -K,0y) UT =K, (o, -K,0,), (11.86)
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K, ==, K,=——! (11.87)

K, = K, =v, (11.88)

sikalakvaltozasi allapotra. Ezek felhasznalasaval fejezziik ki a fajlagos nyulasokat:

WY _ i, AT+ S 4 Ar2B-K, AT - < +3A+28)), (11.89)
r r r

Y _ K,(2AIn r—%+3A+ 2B -K,(2AIn r+£2+ A+2B)).
r r r
Az eldbbi egyenlet integraldsaval kapjuk:
C C
u, =K, (2ArInr —Ar +2Br - ——-K,(2ArInr + Ar +2Br + —) + H), (11.90)
r r

ahol H integralasi konstans. A fenti képletet r-el osztva és egyenlové téve a (11.89) masodik
egyenletével a kovetkezot adja:

4Ar —H =0. (11.91)

Mivel azonban a fenti egyenletnek minden r értékre teljesiilnie kell, ezért a trivialis meg-
oldast kell venni:

A=H=0. (11.92)

A masik két konstans, B és C pedig a kiilso €s belsd peremekre eldirt kinematikai feltéte-
lekbdl hatdrozhaté meg. Az dltalanos megoldas tehat:

u,(r) = K,(2Br(1-K,) —%(1+ K,)). (11.93)

A furatos korhenger a Navier-egyenlet alapjan is megoldhat6. Ha az elmozduldsmezd fiig-
getlen a 9 koordinatatol akkor @ = 0, azaz a (11.70)-(11.71) egyenletekbdl kapjuk:

d’u, 1du, u,
dar? v dr —r—2:0, (11.94)
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aminek altalanos megoldasa:
C2

u (r)y=cr+—=. (11.95)
r

Lathatd, hogy matematikailag azonos (11.93)-al. Egy kiils6 peremen megfogott, belsd
peremen nyomassal terhelt furatos korhenger kinematikai peremfeltételei:

u,(r,) =up, u,(r,)=0. (11.96)
A megoldasfiiggvény alapjan a konstansok:

Iy — Iy rk2

C, = U,, C, = Uy, 11.97
1 rbz _rkz 0r 2 rbz _rkz 0 ( )
valamint a megoldas:
2
ru I
u (r)=—""5(r——= (11.98)
e r

Az alakvaltozasi jellemzoket a (11.85), a fesziiltségeket a (11.68) képletek segitségével
lehet Kiszamitani.

11.7.2. Forgo tarcsak

Ha a korhenger vastagsaga kicsi, akkor tarcsarol beszéliink (11.8b dbra). Ha a tarcsa forog,
akkor térfogati erd is ébred a tarcsdhoz kotott vonatkoztatasi rendszerben. A radialis irdny(
egyensulyi egyenlet (11.65) ekkor a kdvetkezo lesz [2]:

do,
dr r

o =0y

g, =04és q, = pro’, (11.99)

ahol w a tarcsa szogsebessége, p pedig a tarcsa anyaganak siiriisége. Az egyenletet atrendezve

kapjuk, hogy:
d . 2 2 _
E(m') og+pr'ow° =0. (11.100)

Ezt az egyenletet ki lehet elégiteni, ha az F fesziiltségfiiggvényt a kovetkezoképpen vezet-
jik be:

ro,=F, 0, = i—t+pr2a)2. (11.101)
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Az alakvaltozasi jellemzOket a furatos korhengernél mar levezettiik, a (11.85) egyenletek-
bél kikiiszobolve uy -t kapjuk, hogy:

£,—6, +T—2 =0, (11.102)

Sikfesziiltségi allapotot feltételezve és felhasznalva a (11.68) képleteket kapjuk:

1 1(F dF 2 2
o vy =HE_LOE L ) 11.103
e = (o, —voy) = ( ; v( ar oreio ] ( )

Ezt visszahelyettesitve a (11.101) képletbe jutunk a kdvetkezéhoz:

2
> d |2:+rd—F—F+(3+v)pr3a>2:0, (11.104)
dr dr

azaz a fesziiltségfiiggvényre egy masodfoku differencidlegyenletet kapunk, aminek megolda-
sa.

F :Ar+81—3+vpr3a)2. (11.105)
r
A fesziiltségkomponensek pedig (11.101) alapjan:
o.(r)=A+ Biz— 31V 207, o, (r) = A Biz— 1+83V o, (11.106)
r r

ahol az A és B integralasi konstansok, amiket a peremfeltételekbdl lehet meghatarozni. Az
elmozduldsmezd levezetéséhez felhasznaljuk a (11.85) képletet, amibdl:

du, _,(A-v) p@+v) 30-v?)

202, 11.107
ar E Er? gg ~ ¢ ( )

aminek integralasaval jutunk a

_AQ-v) o @v) (@-vh) o
u (r)=A = r-B > SE o (11.108)

képlethez. A forgd tarcsa alapegyenletei 6sszefoglalva az alabbiak:
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o.(f) = A+B= +Cyr?, (11.109)
r
1 2

O'Lg(r) = A—Br—2+C2I’ )

ur(r)=ar—bl+cr3,
r

ahol:

Cl:—3+vpa)2,C2 :—1+3Vpa)2, (11.110)
8 8
_ _ 2
E E 8E

Nézziink egy példat a fenti képletek alkalmazéasara! A 11.9 abran vazolt rugalmas tarcsat o
tulfedéssel szerelik a merev tengelyre [3].

Adatok:
rb=0,02m, r,=0,2m, h=0,04 m, 8 =0,02-10° m, p = 7800 kg/m°, E = 200 GPa, v=0,3.
a. Mekkora lehet a tarcsa maximalis szogsebessége, ha azt akarjuk, hogy a tarcsa ne
lazuljon meg?
b. Szamitsuk ki a tengely és a tdrcsa kozotti, érintkezésbdl adodo kontaktnyomdst akkor,
amikor nem forog a szerkezet!

merev, tengely

\ 1,

i ' Pl |
o\, Z

11.9 dbra. Forgo tarcsa merev tengelyen.

i:
N\

Az a. ponthoz elészor irjuk fel a feladat peremfeltételeit! A radidlis elmozdulés a belsd fura-
ton a tulfedés értékével kell, hogy megegyezzen, ami egy kinematikai feltétel:
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ur(rb):5:>arb—bi+cr§:§. (11.112)
r

b

A tarcsa kiils6 hengerpalastja szabad feliilet, azaz r4a merdlegesen a radialis fesziiltség a
dinamikai peremfeltétel szerint zérus:

o, (r)=0=A+ E;i2+clrk2 =0. (11.113)
r-k

Ha a tarcsa meglazul a tengelyen, akkor ott szabad feliilet keletkezik, emiatt a radiélis fe-
sziiltségnek itt is nullaval kell egyenldnek lenni, azaz:

o, (,)=0=>A+B 12 +C,r2 =0. (11.114)

oy

A megoldand6 egyenletrendszerben harom ismeretlen van: A, B és o, hiszen a és b nem
fiiggetlenek A-tol és B-t6l. Vonjuk ki a (11.113) és (11.114) egyenleteket egymasbol:

B(iz—riz}cl(rf -r)=0=B=C,r’r’. (11.115)

k b

Ezt visszahelyettesitve a (11.114) képletbe:

A _ _Cl(rbZ + rk2) , (11116)
¢s igy:
a=-82c,@ ), 0= E e, (L1

A kinematikai feltételbe visszatéve a konstansokat:

_(@-v)

_ 2
ci2 4y M e pope LoV s 5 (11.118)
E . 8E

A C; konstans beirdsaval és az egyenlet atrendezésével a maximalis szogsebességre a ko-
vetkez6t kapjuk:

»=28805rad/s=awm,, . (11.119)
A szOgsebesség ismeretében a konstansok is kiszamithatok:

A=1,008-10° Pa, B=-39915N, C, =-2,495-10° N/m*, (11.120)
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11. Bevezetés sikfeladatok témakérbe 183

C, =-1436-10° N/m*, a=353-10", b=259-10" m?, ¢=-3,439-10° 1/m°.

A b. pont megoldasahoz felirjuk, hogy ha a tarcsa nem forog, akkor @ = 0 és igy: C; = C;
= ¢ = 0. Ekkor a radialis elmozdulés a belsd furaton a talfedeés értekével kell, hogy megegyez-
zen.

ur(rb):5:>arb—bi+cr§=§. (11.121)
r

b

A tarcsa kiils6 hengerpaléstja tovabbra is szabad feliilet, azaz:

o,(r)=0= A+ Bi2+C1rk2 =0. (11.122)
rk
A feladat megoldésa:
A=1530-10° Pa,B =-61208,9 N, (11.123)

a=5,356-10"°,b=3,978-10" m?.

A kétféle allapothoz tartozé radidlis és tangencialis fesziiltségeloszlasokat a 11.10 dbra
mutatja.

5, o [MPa] a. 5, o (MPa] b.
4 &
28 200 MPa 1568 154,5 MPa
i s
1528 b &
| 7]
168 i ¥ S ——
i 1o 0T.1 0,15 02 r(m]
1 s ] !
CoZ 44,33 NP3
i 18]
c: T L L Al T LIl T T LI L : -1. : -1 51 '5 MPa
0 0ps 0.1 045 0z r[m]

11.10 abra. A radidlis és tangencialis fesziiltségek eloszlasa tarcsaszerkezetben forgo (a) és nyugalmi
(b) dllapotban.
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12. SIKFESZULTSEGI ALLAPOT MODELLEZESE VEM
PROGRAMRENDSZEREK SEGiTS’EGEVEL. MO!)ELLEZES,
KIERTEKELES PROBLEMAKORENEK ELEMZESE

12.1.  Sikfeladatok végeselemes megoldasa

A végeselem-modszer alkalmazasakor az egész szerkezet sikbeli tartomanyat diszkrét elemek-
re osztjuk fel, erre mutat példat a 12.1 abra [1].

12.1 abra. A végeselem-modszer alapgondolata sikmodell és sikelemek esetén.

A modszer alkalmazasa soran a teljes potencialis energia minimum-elvét hasznaljuk fel a
végeselemes egyenstlyi egyenlet levezetéséhez. A teljes potencialis energia egy sikelemre a
kovetkezdképpen irhato fel [2]:

IT

e

—U-W =2 fo edV - u” pdA- [u"adV - >u" (x, Y)E (12.)
V, A Ve i=1

pe

ahol o a fesziiltségkomponensek, & pedig az alakvaltozasi jellemzdk vektora:
" =lene, ) (12.2)
o' Z[GX,O'y,Z'Xy],

tovabba U = u-i + v-j az elmozdulas-vektormezd6, p a feliileti, g a térfogati terhelés stiriiségvek-
tora, F; az elemre miikodo koncentralt erék vektora, tdimadaspontjanak koordinatai X; és Yi, Ape
a sikelem feliileti erékkel terhelt peremfeliilet-része, V. pedig az elem térfogata. Az elmoz-
duldsmez6t interpolacio segitségével allitjuk eld:

u(x,y) = N(x, y)u., (12.3)
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186 Végeselem-mdodszer

ahol N az interpolacios fiiggvények matrixa, amelynek mérete az elem szabadsagi fokatol

fligg, Ue az elem csomoOponti elmozdulasok vektora. A rugalmassagtan alapegyenletei alapjan
az alakvaltozési tenzormezd €s az elmozduldsmezd kapcsolata matrix alakban:

~au, (12.4)

ahol ¢ a differencialoperatorok matrixa, amely (11.10) és (11.13) alapjén irhat6 fel:

_i -
OX
0
o= 0 — (12.5)
= 8y
o 9
| Oy OX |
Az utobbi Osszefiiggések kombinaciodja adja, hogy:
g=0u=0Nu, =Bu,, (12.6)

ahol B az alakvaltozas-elmozdulds matrix. A fesziiltségmez6 kiszamithat6 a kovetkezd képlet-
tel:

o=Ce, o=CBu,, (12.7)

aholC az rugalmassagi allandok matrixa — szamitdsat a 11. fejezetben mar elvégeztiik sikfe-

szlltségi és sikalakvaltozasi allapotra. Az alakvaltozasi energia egy végeselemre:

e_

%J.g ed :—”u B'C'Bu vdxdy——u K. u, (12.8)
Ve

ahol K az elem merevségi matrixa:

:JE

II(')

"Bdv = [ [B"C" Budxdy, (12.9)

amelynek mérete az elem szabadsagi fokatol fligg. Sikelemek esetén az elem differencialis
térfogata: dV =vdA=vdxdy alakban irhatd, ahol v az elem vastagsaga. Az elemre hato kiilsé

er6k munkaja (12.3) felhasznalasaval:

L —€
pe Ve

W, = Iu pdA+ju qu+Zu (x.,y,)F, =u! _[Q pdA uTJ‘QT_dV+g:Em, (12.10)
A

www.tankonyvtar.hu © Szekrényes Andras, BME
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ahol E .. az elem csomodpontjaiban miikodé koncentralt er6k vektora. A teljes potencial ekkor
a kovetkez6 alakban irhato fel:

M, =Ju. Ky -uF,, (12.11)
ahol:
E.= mT_pdA+mT9dv+Eec:Eeb+5ep+5ec, (12.12)

A V,

pe e
az elemre hat6 erdk vektora. A teljes potencialis energia minimum-elvének alkalmazésa segit-
ségével jutunk el az elemre vonatkozo6 végeselemes egyensulyi egyenlethez:

K u,-F,=0. (12.13)

e—

A teljes szerkezetre eldéllitva a merevségi matrixot, valamint az elmozdulasok és csomo-
ponti er6k vektorat kapjuk a szerkezeti egyensulyi egyenletet:

KU-F =0, (12.14)

ahol K a szerkezeti merevségi matrix,U a szerkezeti csomoponti elmozdulasvektor, F pedig

a szerkezeti erdvektor vagy tehervektor. A végeselemes egyenlet tehat egy algebrai egyenlet-
rendszerhez vezet, amelynek megoldasai a csomoponti elmozdulasok értékei. Ezek segitségé-
vel a csomopontokban ébred6 belso erdk (fesziiltségek) is kiszamithatok.

A sikfeladatok megoldasara tobbféle elemtipus 1étezik. Ezek koziil a tovabbiakban a leg-
egyszeribbeket tekintjiik at.

12.2.  Linearis harom csomdépontos haromszogelem

A linearis haromszogelem (Turner triangle) [1,3], vagy mas néven haromszog alaku sik-
membran elem, illetve konstans alakvaltozast haromszogelem (constant strain triangle - CST)
vazlatat a 12.2. abra mutatja. Minden csomopontban két szabadsagi fok van. A teljes elemre
tehat Osszesen hat szabadsagi fokunk van. Az elem kozepén 1évé nyil az orientaciora utal,
azaz minden elemnél van egy koriiljarasi irdny, amely alapjan a csomopontok kovetik egy-
mast.

12.2.1. Az elmozdulasmezd interpolacioja

A csomopontok X, Y koordinatait és a csomdponti elmozdulasokat vektorokkal irjuk fel:

)_(Zz[xl Yi X Y, X ys]' (12.15)

HTZ[Ul Vi U Vo U Vs]-

e
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Y3

Y,

Vi

Yi | U,

»
>

X X5 X, X

12.2 abra. Linearis haromszogelem. Csomoponti koordinatak és elmozduldsok.

A haromszog teriilete determinansként kifejezheto:

1 % %
2A =1 X, Y= (XY = XY,) + (XY — X Vs) + (XY, = X ¥,) =0+, + . (12.16)
1 X VY,

Az elemre vonatkoz6 elmozdulasmezé u és v komponenseit X és y linearis fliggvényeként
irjuk fel:

u(x,y)=a, +a,x+a,y, (12.17)
v(X,y) =b, +bx+Db,y,
ahol ag, a1, az, by, b1 és b, ismeretlen konstansok. Az alakvaltozasi jellemzok vektora:

T
e =s.5,.7, (12.18)
ahol a (11.10) és (11.13) képletek alapjan:

X=Z_i=a1’ gy=%=b277/xy=%+%=a2+bl' (1219)

£
Az u(x,y) és v(x,y) fiiggvényeknek vissza kell adni a csomoponti elmozdulasokat akkor, ha
egy adott csomdpont koordinatait helyettesitjiik be a (12.17) képletbe, azaz:

U, =a, +a,% +a,y,, v, =b, +bx, +b,y,, (12.20)
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12. Sikfesziiltségi allapot modellezése VEM programrendszerek segitségével 189

U, =a, +a,x, +a,y,, v, =b, +b,x, +b,y,,
Uy =8, +a,X; +a,Y5, V; =b, +0b,X; +b,Y,.
A fenti egyenletrendszert megoldva a konstansokra kapjuk:

a — oqUu; +a,U, +asUs a = B, + B,u, + Bau; a = 71Uy +7,U, + YU

0 2Ae r Y 2Ae ’ 2 2Ae y
b, = N, oLV, +agV, b, = P AR AV ATA b, = A AR ATA | (12.21)
2A, 2A, 2A,
ahol:
ay =X Y3 = XY B =Y, = Y3, 71 = X3 — Xy, (12.22)

Ay = XYy =X Yz, B =Ys—Yis V2 =X — Xs,
Ay =X%Y, =X Y1, Ba=Y1— Yo, V3 =X, — X

A fenti megoldast visszatéve az elmozduldsmezd (12.17) két komponensébe kapjuk, hogy:

ux,y) = i[(aﬁ + BX+ y YUy + (@ + BoX+ 7, YU, + (o + BoX+ y3Y)Us], (12.23)

V(x,y) = i[(al FBXA 7Y + (e + X+ 7,y + (0t + BoX+ 75 y)Vs].

Figyelembe véve, hogy a haromszdgelemre harom interpoldcios fiiggvényilink van (1d.
(12.3)), irhatjuk, hogy:

3
u(X, y) = Nyt + Nou, +Nyuy = > N (X, )y, , (12.24)

i=1

3
V(X Y) = Nov; + NV, + Novy =D N (X, Y)Y,

i1
A (12.21) képletek alapjan az interpolacios fiiggvények a kovetkezd formaban irhatok fel:

a; + BiX+yy

Ni(xy) = S0

i=1,2, 3. (12.25)
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Az interpolaciés polinomok métrixa tehat az u(x,y) = N(X, y)u, 6sszefiiggés alapjan:

N, 0 N, 0O N, O
N = . (12.26)
0O N, 0O N, 0 N,

Az interpolacids fliggvények szintvonalait a 12.3 dbra mutatja, amely alapjan azok néhéany
tulajdonsaga:
- a csomopontokban (N,,N,,N;): (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),

- az oldalak felezépontjaiban (N,, N,,N,):(1/21/2,0), (1/2,01/2), (01/21/2),
- a sulypontban (N,,N,,N;) : (1/31/31/3),
- azaz lathato, hogy minden pontban: N, + N, + N, =1,
- végiil:
i jrk!

N'NNKdA=——2"" 2A 12.27
/{ 1es (i+j+k+2)! A ( )

12.3 abra. Az interpolacios fiiggvenyek szintvonalai linearis haromszogelemre.

12.2.2. A merevségi matrix szamitasa

Az elem merevségi matrix definicidja (12.9) alapjan:

K, =[] B'C"Bvdxdy, (12.28)

ahol a mar emlitett alakvaltozas-elmozdulds matrix (12.5) és (12.26) alapjan:
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2
o N, 0O N 0 N, O
B=on=| 0 2| 2 ¥ -
= == oyl 0 N, 0O N, 0 N,
A
Ly ] ) (12.29)
ON, 0 oN, ON, 0
OX OX OX 0 0 0
oN, oN, N 1|2 P Bs
= 0 0 0 =——10 »v 0 y», 0 y|
oy o | 2A
ON, N, ON, ON, oN, 0N, nobBor: Bors B
oy ox oy ox oy OX |

Tehat a B matrix elemei fliggetlenek az X és y valtozoktol, csak a csomoponti koordinatak-

tol fliggnek. A merevségi matrix tehat felirhato, mint:

T

K, =8B

@)

vy)

A =B

10

TEVe’

(12.30)

ahol A¢ az elem teriilete, Ve = AeV pedig az elem térfogata. A merevségi matrix linearis harom-
szogelem esetén tehat viszonylag egyszeriien, zart formaban kiszamithato.

12.2.3. A terhelések megaddasa

Teérfogati ero. Legyen a térfogati erd vektora:

q= Ox
p— qy !

amib6l:

F, = H N gudxdy = J'

N,
0
N,
A 0
N

3

0

0

Nl

0 qX}vdA:I
N, | dy A
0

N, |

[ Nyq,
N.q,
N.q,
N.q,
N0,

_N3qy

vdA.

(12.31)

(12.32)

Felhasznalva az interpolacios fiiggvények (12.27) képlettel megadott tulajdonsagat, pl. ha
i=1,j=0¢s k=0, akkor:
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Ezzel:

1
Elb=§&V[qx q, d 9, d g (12.34)

Az elemre hat6 térfogati erét (pl. teljes sulyat, és az abbol adodo er6t) tehat a harom cso-
mopontba osztjuk szét azonos aranyban. A térfogatra hat6 eré szdrmazhat pl. a gravitaciobol,
vagy gyorsulasbol (tehetetlenségi erd).

MegoszIlo eré az elem élei mentén. Az €l mentén megoszld erd szamitasahoz vizsgaljuk
meg a 12.4 dbran lathato elem 1-2 ¢élét. Az ¢l mentén felvesziink egy dimenziotlan & paramé-
tert. Az elem mentén értelmezett ivhossz tehat:

s=1,& és ds =1,d&. (12.35)

A

y

»
>

X

12.4 abra. Linearis haromszogelem x iranyi megoszIo erével az 1-2 él mentén.

Az X irdnyu, linedrisan megoszlo erd felirhat6 a kovetkezd linedris fiiggvénnyel:

P (&) = Pu@—&) + Py< - (12.36)

Az X irdnyu elmozdulas-fliiggvény az elem 1-2 éle mentén hasonldan irhato fel:
ui@)=u,1-%)+u,é. (12.37)

A megoszlo erd munkdja definicidszerlien a megoszld erd szorozva az elmozdulds-
fliggvénnyel integralva a perem mentén:
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1

W, =u; Fo, = [u; pvds= p,(&u(&)l,vdé =

I, 0

= [udp,-8)? + p,, - &), vdé + j U (P @—E)E+ P, &7l vdé = (12.38)

— ov._’._\

3 {U (px1+ px2)+u ( px1+ pxz)}

Tehat a linearisan megoszl6 erdbdl a kdvetkezo erdvektor adodik:

FT |12V

1
1 ep 3 |:px1 +- pr 0 E pxl + px2 00 0i| . (1239)

Ha a megoszl6 er6 konstans, akkor px1 = pxz2 = px €s ekkor:
Fo="2[p, 0 p, 0 0 O] (12.40)
Az elem ¢le mentén miikddd y irdnya megoszlo erdbdl hasonldan levezethetdé a

végeselemes egyenletben megjelend erdvektor.

Koncentralt eré. Koncentralt erd csak csomopontban mitkodhet. Az erdvektor egyszeriien
felirhat6 a csomopontok alapjan:

Fr=[F, F Fo Ful (12.41)

—€c yl

F, F

y2
A teljes er6vektor az eldbbi pontokban leirt vektorok dsszegeként irhato fel, azaz:

Ee = Eeb +Eep +Eec . (1242)

A végeselemes egyenlet megoldasat, a merevségi matrix és az erdvektor szamitasat egy
példan keresztiil mutatjuk be.

12.3.  Kidolgozott példa linearis haromszogelemre — sikfesziiltségi allapot

A 12.5a abran lathaté modellt megoszlo erdkkel terheljiik. Szamitsuk ki a csomoéponti elmoz-
dulasokat és erdket akkor, ha két linearis haromszogelem segitségével épitjiikk fel a lemezt!
Szamitsuk ki az alakvaltozasi jellemzoket és a fesziiltségeket [4]!
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a. b.
A A
y P, y
Yeuy 4 3 4 4 3
<
.c O &) @
Py <D b
<D
<p @ @
Ko
Y , é >
28860 ;X 1 2 1 2 2
« a S

12.5 abra. Sikmodell megoszIo erdkkel terhelve (a), két haromszégelembdl allo végeselem modell (b).

Adatok:

px=0,12 MPa, E =150 GPa, a =20 mm, ¢ =10 mm, p,=0,06 MPa, v=0,25, b=30 mm, v=5 mm

A szamitas sordn a méreteket [mm]-ben, az erét pedig [N]-ban szamoljuk. A lemez mo-
delljét a 12.5b abra alapjan bontsuk szét két haromszogelemre. A csomdponti koordinatak

tehat:
csomépont | X [mm] |y [mm]
1 0 0
2 20 0
3 20 30
4 10 30
Az elem-csomoponti tablazat:
elem csomaopont
1 1 2 4
2 2 3 4

A megoldand6 végeselemes egyensulyi egyenlet:

KU =F,

ahol:

www.tankonyvtar.hu
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(12.44)
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a csomoéponti elmozdulasok szerkezeti vektora. A peremfeltételek (v = v, = Uy = uz = 0) miatt

azonban:

U'=fu 0000 v, u v,

(12.45)

A merevségi matrix szamitadsahoz sziikség van a rugalmassagi allandok maétrixara sikfe-

sziiltségi allapotra (1d. (11.23)):

£ 1 v 0 16 04 O
g :(=3Sf = 1 v 1 0 [=/04 16 0 |-10° MPa. (12.46)
Voo Y o o 06
2

Az interpolécios fliggvények egyiitthatoi az elsd elemre:
Bi=Y,—Y,=-30mm, y, =X, =X, =-10mm, (12.47)
Bo=Y,—Yy,=30mm, y, =%, —x, =—10 mm,
Ba=Y,—Y,=0mm, y, =X, —X% =20mm,
valamint a masodik elemre:
Bi=Y,—Y,=0mm, y, =X, —X; =-10 mm, (12.48)
ﬂZ :y4_y2 :Somm’ 7/2 :XZ_X4:10mm,
ﬁS :yZ_yS :_BOmm’ }/3 :X3_X2 :Omm

Az elemek teriiletei:

l 2 1 2

A, = 520-30 =300 mm*, A, = 510-30 =150 mm~-. (12.49)

AE matrix tehat az elso elemre:

g 0 B, 0 B 0 -1 0 1 0 0 O
B0 » 0 », 0 nl=x|o -L o Lo 2| L (12.50)
=t 2A, 20 3 3 3 |mm
nw o Bove B vs B 1 1 2
-3 -1 -= 1 3 0
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a masodik elemre:

. B 0 B

B. = 0 0
=2 2Ae2 71

no B,

0 B, O 1
7. 0 yyl=—
By vs B

10

0
1
3
oo
3

Az elem merevségi matrixok (12.30) alapjan:

[ 6,25 1,25

125 35/12

. . -575 0,25

591 :Elg Elvﬂ =

-0,25 -57/36

-05 -15

| -1 -4/3

[ 05 0

0 4/3

K,=BlCBV,=| >
= == = -15 -4/3

0 1

|15 0

-5,75

0,25
6,25
-125
-0,5
1

-0,5
-1
12,5
2,5
-12
-15

-0,25
—-57/36
-125
35/12
15
-4/3

-15
-4/3
2,5
35/6
-1
-45

Wl O
P WO

-0,5
-15
-0,5
15
1

0
1
-12
-1
12
0

-1 0
0 O

-1 ]
-4/3
1 N
—4/3]
0
8/3

15 |
0
-15 N

10° —,
-45 mm
0

4,5

(12.51)

(12.52)

ahol Ver = Ae1-v = 300-5 = 1500 mm® és Vez = Aepv = 150-5 = 750 mm® az elemek térfogata. A
szerkezeti merevségi matrix eldallitasahoz az elemi matrixokat kiegészitjiik a hianyzo szabad-
sagi fokokhoz tartozo sorokkal és oszlopokkal. A 12.5 abra és az elem-csomoponti tablazat
alapjan lathato, hogy az els6 elemhez az 1.,2. és 4. csomoOpontok tartoznak, kovetkezésképp a
3. csomdponthoz tartozo sorokat, oszlopokat ki kell egésziteni nulldkkal:

_kelll kilz ki13 ki14

kelzl kelzz kgza k:24

ke131 kgaz kelSS ke134

K = k;41 ke142 ke143 k:44
=t 0 0 0 0
0 0 0 0

kelsl kelsz kelss ke154

_kel-el kiez kelss kie4

O O O O O O o o

O O O O O o o o

kells
kgzs
kelss
k;45
0
0
kelss

1
ke65

Keso
kelzs
kgae
I(e146
0
0
kgse

1
keee_

(12.53)

A masodik elemnél ezzel szemben az elsd csomodponthoz tartozd sorokat és oszlopokat

toltjiik fel nullaval:
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12. Sikfesziiltségi allapot modellezése VEM programrendszerek segitségével 197

0 0 O 0 0 0 0 0 |
0 0 O 0 0 0 0 0
O O ke-zll k9212 k(:,*213 kezl4 k6215 kezlﬁ
K = O O k9221 ke222 k9223 k9224 keZZS k9226 (12 54)
=? O O kez3l k9232 k§33 k§34 k9235 k§36
O O k9241 ke242 k9243 k9244 kez45 k9246
O O keZSI k9252 keZSS keZS4 k9255 keZSG
_O O kezﬁl k9262 ke263 k6264 k9265 k6266_
A szerkezeti merevségi matrix a két el6z6 matrix 6sszegébdl szamolhato:
_kill k:lZ k:lS kil4 0 0 k:lB k:lﬁ
k:Zl k;ZZ k:ZS k:24 O 0 k:ZS ki-26
k:Sl k:32 k:SS + kezll k:34 + kelZ k9213 kezl4 k:35 + kelS kiSS + ke216
i K K Kigrkhy Kkl Koy KD, Kigtkh, Kletki | (1255)
- = = 0 0 k6231 k€‘232 k6233 ke234 ke235 ke236
O 0 ke241 kez42 ke243 kez44 kez45 k8246
k:Sl k:52 k:SS + k9251 k:54 + keZSZ k9253 k63254 k:SS + keZSS kg-56 + ke256
_k:GZI. k:GZ ke];63 + kezﬁl k:64 + ke262 k9263 ke*264 k:GS + k9265 k::*LSS + k9266_
A vonalmenti terhelésb6l adddo erévektorok a (12.39) képlet alapjan:
T |14V
Tepl T _[ , 000 p 0], (12.56)

Elp2=|3%[0 00 p 0 p

ahol 1, =+/10° +30% =+/1000 m és I3y = 10 mm az elemek élhosszisigai az indexben sze-

repld csomopontok kozott. Az elemi vektorokat megfeleld szabadsagfokokhoz tartozo, zérus
értéklt komponensekkel kiegészitve juthatunk hozzé a szerkezeti erdvektorokhoz:

F = o[p. 00000 p, 0]=f3v10 0 0 0 0 0 310 0N, (12.57)
T |34V
[ [OOOOOpyOp]00000—150—15]N

A reakcideréket koncentralt er6ként vessziik figyelembe a megtamasztott csomopontok-
ban:
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198 Végeselem-mdodszer

Fi=[F. F Fe Fi Fu Fy4]- (12.58)

—C

F, F

yl y2

Figyelembe véve, hogy a 4-es szamu csomoOpontban nincs kiilsé erd €s a sima feliiletek
miatt Fy1 = Fy3 = 0 kapjuk:

Fr=lo F, F, F, F, 0 0 0] (12.59)

yl y2
A szerkezeti erdvektor tehat:

E:Ep1+Ep2+Ec' (1260)

A KU = F végeselemes egyensulyi egyenlet:

625 125 575 -025 O 0 -05 -17 [Ju]| [3/10

125 35/12 025 -57/36 O 0 -125 —4/3 0 F

-575 025 625 -125 -05 -15 -05 25 0 F,,

-0,25 -57/36 -125 425 -1 -4/3 25 —4/3 108 O || Foe (12.61)
0 0 -05 -1 125 25 -12 -15 0 F,
0 0 -15 -4/3 25 35/6 -1 -45 v, | | -15

-05 -15 -05 25 12 -1 13 0 u, | |3v10

| -1 -4/3 25 -4/3 -15 -45 0 43/6] |v,| |-15

A csomodponti elmozdulasok a matrixegyenlet 1., 6., 7. és 8. sorabdl dsszerakott egyenlet-
rendszer megoldasai:

6,250, —0,5u, —v, =340, (12.62)
35/6v, —u, —4,5v, =-15,

—0,50, —V, +13u, =310,

—u, —4,5v, +43/6v, =-15.

A fenti egyenletek tulajdonképpen (12.61) kondenzaldsdbol adddnak. A matrix-
kondenzacié soran azokat a komponens egyenleteket hagyjuk meg, amelyek kizarolag az el-
mozdulasokra nézve tartalmaznak ismeretleneket, az egyenlet jobb oldalan, illetve a tehervek-
torban nincs ismeretlen. A megoldasok:

u, =1,557-10° mm, v, =-0,22997-10° mm, (12.63)

u, =0,771983-10° mm, v, =-0,13633-10° mm.

www.tankonyvtar.hu © Szekrényes Andras, BME




12. Sikfesziiltségi allapot modellezése VEM programrendszerek segitségével 199

A csomodponti elmozduldsokat visszatéve a matrixegyenlet 2.,3., 4. és 5. soraba, kiszamit-
juk a csomoponti erdket:

1,25u, —1,25u, —4/3v, = F,y, (12.64)
—5,75u, —=15v, -0,5u, +2,5v, = F,,,
—0,25u, —4/3v, +25u, —4/3v, = F,,
2,59v; —12u, —15v, = F 4

A megoldasok:
F, =0971095 N, F,, =-9,339434 N, (12.65)
F,,=20289N, F,=-963423N.

Az alakvaltozasi jellemzoket a (12.19) képlet alapjan szdmitjuk ki:

M, e Yy :a—u+?:a2+bl. (12.66)
X

£ ,
X ax a:l. y ay 2 yxy ay
Ehhez az els6 elemre kapjuk:

g, = APy + s 30U g ge0, 40 (12.67)
! 2A, 2.300 '

b — ﬁlvl+ﬂ2v2 +183V4 _

1 2A, |
71Uy + .U, + U,  —10u, +20u -
= Vola T 7344 _ 1 4 —_23121-107°,
2A, 2-300
b, = Vit 7Va t7Ve 20y oppan g6

? 2A, 2300

Az alakvaltozasi jellemzOk vektora az elsd elemre tehat:

e, | [—77892
& =| &, |=|-454435|-10° (12.68)
ya | | —23121
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A masodik elemre irhatjuk:

g, = P2 TP Py S0Us g 2190 907 (12.69)
: 2A,, 2150 ’

b, = LN, + BoV; + BaV, _ 30v, —30v, — -9.36416-10°,
2A,, 2-150

u, +v,u, +v,uU
a:712 V24U 73420

i 2A, ’
ViVo T 7Vs 75V, 10v, -8
b, = = =-7,6657-107°,
2A, 2-150
amibdl:
Eyr —771,98
£,=| &, |=| —76657 |-107°. (12.70)
Y2 —93,6416

Mivel sikfesziiltségi allapotban van a lemez, ezért a (11.19) képlet alapjan irhatjuk:
£y = —ﬁ(% +z,)=274787-10°, (12.71)

14

[ (Gt 6,2) = 28288 10°°,

‘922 =

A nyulasok és sz0gvaltozasok egy elemen beliil tehat allandoak, erre utaltunk a haromszo-
gelem levezetésénél is. A fesziiltségek szamitdsa a Hooke-torvény €s a konstitutiv matrix se-
gitségével lehetséges (12.46) alapjan:

c=C"¢. (12.72)

A fenti képlet segitségével az elemre vonatkozé fesziiltségeket kapjuk meg. A végeselem
programokban ez az eredmény altaldban ,,element stress” megnevezés alatt érhetd el. Az elsd
elemre irhatjuk:

o, =L6e, +04¢,) -10° =-0,12644 MPa, (12.73)

o, = (04, +16s,,)-10° = —0,038428 MPa,
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T = 0,67, .10° =-0,13873-10° MPa.
Hasonloan a masodik elemre:

o,, = (L6¢,, +04¢,,)-10° = -0,12658 MPa, (12.74)
o,, =(04s,, +16¢,,)-10° = -0,043145 MPa,
7,52 =0,67,,, -10° = —-0,56185-10" MPa.

A fesziiltségek tekintetében csomoponti megoldas is eldallithatd. A két elem kdzods cso-
mopontjaiban az elemre adodo fesziiltségeket atlagoljuk, igy kapjuk az un. ,,nodal stress”
vagy atlagolt (,,average stress”) megoldast:

1.csomoépont: o, =-0,12644 MPa,
o, =-0,038428 MPa,
r,, =—0,13873-10"° MPa, (12.75)
. 1
2. csomopont: o, = E(oxl +0,,) =-012651 MPa,

1
o, = E(O'yl + O'yz) =-0,0407865 MPa,

1 .
Ty = E(Txyl +17,,) =-0,28786-10 > MPa.

3. csomopont: o, =—0,12658 MPa,
o, =—0,043145 MPa,

. =-0,56185-10"° MPa.

4. csomopont: o, = %(le +0,,) =-012651 MPa,
1
o, = E(O'yl + O'yz) =-0,0407865 MPa,

Ty = %(rxyl +7,,) =-0,28786-10"° MPa.

A 12.3 pontban kozolt példat ANSYS 12 végeselem szoftverrel ellendriztiik és ugyaneze-
ket az eredményeket kaptuk. A feladat végeselemes megoldasa ilyen durva elemfelosztas mel-
lett természetesen igen pontatlan eredményt ad.

© Szekrényes Andras, BME www.tankonyvtar.hu




202 Végeselem-mdodszer

12.4.  Kvadratikus hat csomopontos haromsziégelem

A linearis haromszogelem tovabbfejlesztett valtozata a hat csomopontos kvadratikus harom-
szogelem, ahol az egyes oldalak felezépontjaban is felvesziink egy csomoépontot [2,5]. A
plusz csomopontok miatt hat ismeretlen egyiitthatoju fiiggvényre van sziikség, amelyek:

u(x,y) =a, +ax+a,y +axy +a,x> +ay>, (12.76)

V(X,y) =b, +lbx+b,y+b,xy +b,x* +by?.

A merevségi matrix €és az erdvektor szdmitasa hasonléan végezhetd el a linedris harom-
szognél bemutatotthoz. Az elemeken beliil az alakvéltozasi és fesziiltségi komponensek linea-
risan valtoznak. Ugyanazon elemfelosztas mellett a kvadratikus elem jobb kozelitéssel oldja
meg a feladatot, mint a lineéris elem.

12.5.  Izoparametrikus négy csomépontos négyszogelem

Az izoparametrikus négyszogelem (12.6a abra) az egyik legfontosabb végeselem tipus sikfel-
adatokra [2,4,5]. Egy elemet akkor neveziink izoparametrikusnak, ha a lokalis geometriat és
az elmozduldsmezdt ugyanazzal az interpolacios fliiggvényrendszerrel irjuk le.

12.5.1. A geometria interpolacidja
A négyszogelemet az egyszerilibb szamitds miatt egy négyzetté képezziik le egy természetes

&-n koordinatarendszerben, ezt mutatja a 12.6b abra. Az elemélek X és y koordinatait megado
figgvények:

X(&,m) =N (&)X, + N, (57X, + N3 (E,7)% + N, (E,m)X, = NT (&)X, (12.77)

y(&.m) =N, (&,7)y: + N, (£.7)Y, + Ny (Em)ys + N, (E.m) Y, =N’ (65177)!!

ahol:

X :[Xl X2 X3 X4]'3_/ =[y1 Y Y3 y4]- (12.78)
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b.

><\!'

X X Xa %

AN
4) 1 3
¥ &
-1 |/ 1¢
1 -1 2

12.6 dbra. Izoparametrikus négyszogelem globdlis (a) és természetes (b) koordindtarendszerben.

Mivel négy csomopontunk van, ezért az interpolacios fiiggvényben legfeljebb négy ismeretlen

lehet:

X(&m) =a, +a, & +a,n+a,én :ETEH

ahol A az egyiitthatok vektora, P pedig a bazis-polinomok vektora:

AT:[ao a & as]’ ET:[]- S n 6g77]

A (12.79) fiiggvény a kovetkezd feltételeket kell, hogy teljesitse:

X(-1-)=a,—-a —a, +a; =X,
XL-1)=a,+a —a,—a, =X,,
X)) =a,+a +a,+a; =X,,
X(-1)=a,—-a +a,—a, =X,.

Matrix formaban irva:

© Szekrényes Andras, BME
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1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
M = . (12.83)
=11 1 1
1 -1 1 -1

Az egyiitthatokat tehat a (12.82) -bdl tudjuk kiszdmitani:
A=M"xés: x(&m) =P A=P"M'x. (12.84)

A megoldas az egyiitthatokra:

a :%(X1 +X, + X+ X,), & :%(_)ﬁ +X, + X3 —X,), (12.85)

1 1
%=ZF&—&+&+M%afiﬁM—&+&—M)

Ezeket visszatéve (12.79)-ba kapjuk, hogy:

1 1
X(é’ﬂ)zz(xl"'xz + X3 +X4)+Z(_X1+X2 + X3 = X,)6 +

+%(—x1—x2+x3+x4)77+%(x1—x2+x3—x4)§77= (12.86)
1 1 1 1
JUm et + o A En=cn)X, + A+ S+ 8n)X + 5 (1= E+n =X,
Az (12.86) alapjan az interpolacios polinomok tehat:
1 1
Nu(&.) = W=8)A=n), N, (cm) =7 A+ A=), (12.87)

Ny =4 @+ O@+m), N =4 A= a+).

Az y koordinatara ugyanezt a szamitast végrehajtva ugyanezeket az interpolacios fiiggvé-
nyeket kapjuk. Az Ni(¢&, n) fiiggvényeket abrazolva vonalfeliileteket kapunk, amelyeknek az i-
edik csomdpontban egységnyi az értéke, a tobbiben pedig zérus, ahogy ezt a 12.7 abra is mu-
tatja.
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£ £ 8 &

Lo

171

12.7 abra. lzoparametrikus négyszégelem interpoldcios fiiggvényei.

A geometria interpolacidjat osszefoglalhatjuk a kovetkezd képletekkel:

x(&,7)

=N(& 7R, , 12.88
V() N(&mR (12.88)
ahol:
BZ :[Xl Yi Xy Yo X3 Y3 X y4]’ (12-89)

a csomoponti koordinatak vektora, ¢€s:

N, 0 N, 0 N, 0 N, O

N(& 1) =
NED=lo N, 0o N, 0 N, 0 N,

Az interpolécios fliggvények tomor formaja:
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N, (£.7) = %(1+§5i)(1+nm) , (12.90)

ahol & és n; a sarokpontok koordinatai a 12.6b abra szerint.

12.5.2. Az elmozduldsmezd interpolacidja

Az elmozdulas-vektormezd az izoparametrikus négyszdgelemre a kovetkezd formaban irhato
fel:

e |y |- Neam, (1291
ahol:
u(&,m) =N, (&, m)u; + N, (&, mu, + Ny (&,m)u; + N, (E,m)u,, (12.92)

V(&) =N (&), + No (&, m)V, + Ny (E,m)vs + N, (S m)v,

amivel az interpolécios fiiggvények matrixa €s a csomoponti elmozduldsok vektora:

(12.93)

N, 0 N, 0 N, 0 N, 0
ﬁ(é,n){ :

O N, O N, 0 N, 0 N,

Az elmozduldsmezdnek vissza kell adni a csomoponti elmozdulasokat akkor, ha az adott
csomopont koordinatait helyettesitjiik be, azaz teljesitenie kell az aldbbi feltételeket:

u(-1-1) =u,,u@-1) =u,,u®l) =u,,u(-11) =u, (12.94)

Matematikailag tehat az elmozdulasmezének ugyanazt a feltételrendszert kell teljesitenie,
mint a geometriai paramétercknek. Tehat a szamitas ugyanazokhoz az interpolacios fiiggvé-
nyekhez vezet, mint a (12.87) képletben megadottak. Mivel az elmozdulasmezd és a lokalis
geometria leirdsdhoz ugyanazokat a formafiiggvényeket haszndljuk, ezért az elemet
izoparametrikus négyszogelemnek nevezziik.

12.5.3. Az alakvaltozasi jellemzok szamitdasa, Jacobi matrix és Jacobi determinans

Az alakvaltozasi jellemzOk vektora (12.2) alapjan a kovetkezo:
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gX U,X

e=|¢, |=| v, |[=du=0Nu,=Bu (12.95)
Yy u,+v,

ahol u, az u parcialis X szerinti,

v,y pedig v parcialis y szerinti derivaltjat jelenti. Tovabba:

9 9
OX _
B=oN=| 0 ﬁ N, 0 N, 0 N, 0 N, O _
= == oy 0 N O N, 0O N; O N,
J 0
OX
_ LY - _ (12.96)
N N AN N,
OX OX OX OX
= 0 % 0 6N2 0 % 0 5N4 .
oy oy oy oy
ON, ON, ON, ON, ON; ON; ON, ON,
oy oOx oy Ox oy Ox oy OX |

A B alakvaltozas-elmozdulas matrix az interpolacios fiiggvények X és y szerinti derivaltja-

it tartalmazza. A (12.87) képletekbdl lathato, hogy az N; interpolacios fiiggvények csak mint &
¢és n fliggvényei ismertek. A differencidldsi lancszabaly szerint a kdvetkezoket irhatjuk:

0 _0d,

oo _0d, oo

— (12.97)
X 0F ox 8n8x oy 0E oy 8n8y
o0 _0d 6X oody o0 _0 6X ooy
8& ox 8& ay o8’ 811 T 811 8y om
A (12.77) alapjan a lokalis geometria, valamint a & és 7 szerinti derivaltak:

2 OX  ~ON; OX < oN;
XEm=2NiEm¥%, ——=) — %, ——=) —"X, (12.98)

zl g 21: oc ' on Fon

4 4 4

oy ON, oy ON,

yE&m =2 N(EmYi, =22 =27 V-

iz=1: o5 .le 0 on |Z=l: 7

Matrix formaban irva:
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O |x ¥jaol |o
05 |_| 05 0S| ox|_ 4 ox
Ok o7 e (1299
on| |oén on | .oy oy
ahol J az Gn. Jacobi matrix:
x oy
o 0§ Jiu i
J= = : 12.100
|5 5| (12190
on on
A Jacobi deteminans pedig:
J =110 = d1dn :%Q_g% (12.101)
dEon  0Og on

Az inverz Jacobi matrix segitségével tudjuk eldallitani az X és Yy szerinti derivaltakat:

A
J -J
l’lzi on o0& zl 22 12| (12.102)
N J _% % J=J I
on  0g
valamint:
AN
1| 0
% =g aé , (12.103)
oy on

amibdl kifejezhetjiik a kdvetkezdket:

6 1. 0 8
220,23, (12.104)

ox J %o o

2 (I D).
oy e

Ennek segitségével a B matrix tehat:
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‘]22N1,§ _‘J12N1,;; 0 ‘J22N2,§ _‘J12N2,77 0
0 —J Ny +J0N,, 0 J,N

_‘]21N1,¢ +J11N1,77 J22N1,§ _J12N1,;7 J21N2,§ _‘]11N

EZ 2,& _‘]llNZ,q

1
J
JzzNz,f - J12N2,;7

2

(12.105)

JzzNa,g _‘]12N3,z7 0 J22N4,§ _‘]12N4,r] 0
0 —.]21N3'§ +J11N3ﬂ 0 —J21N4’§ +J“N4ﬂ

. _J21N3,.§ +‘]11N3,77 J22N3,§ _‘]12N3,;7 _J21N4,§ +J11N4,n J22N4,§ _J12N4,;7

Ehhez sziikség van a formafiiggvények derivaltjaira és a Jacobi matrix elemeire is:

oN, N, 1 oN, 1 oN, 1

1
a_g__Z(l_”)’ oc =, @, o =5 @+, oc =-4 &+, (12.106)
aNl__l B asz_l 6N3:1 8N4=1 3
. 709, o L 4+9), o ;7 4+9), o 71-9),
illetve:
OX “ONi _i_ 3 3 B
Jn—%ggxi— 4{ (L—1)%, + L= 17)%, + L+ 7)%s — L+ 7)X, |, (12.107)
Loy Ny 1 _ _
2= 5= 2ge V= g Ty Gy, Gy~ @y,
= oy Ny L o - )%, + (L D% + M-},
on ‘= 0n 4
Oy NN L _
Jzz—an Z oY 4{ L-&)Y, — U+ &)Y, + L+ &)Y, + L&)y, |-

A Jacobi matrix utdbbiak alapjan felirhaté a kovetkezd formaban is:

X Y
J:[Jn le}:[ng Noe Nap Nyoix Ya | (12.108)
- J21 ‘]22 Nl,n NZ,n 37 N4J7 X3 Y3

Xa Ya

12.5.4. A Jacobi determindns jelentsége, példa

Hatarozzuk meg a Jacobi matrix elemeit a 12.8 dbran lathatd négyszogre! A csoméponti ko-
ordinatak:
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X,=0,y,=0,x,=a,y,=0, x,=a, y;=a, x4:§a, y4:%a. (12.109)
y.«k
3
F 3
2
- |
) 3 N
a
4y
1
33
a T o»
1 " 2 X

12.8 abra. Elfajulo leképezést okozo geometria izoparametrikus négyszog esetén.

A Jacobi matrix elemei (12.107) alapjan:

J, = %{ @-m70+@Q-n)a+@+n)a- (1+77)§a}:% —%an, (12.110)
D= %{ A=)+ Q=)0+ @+ n)a— (1+n)%a}=%a+%an,

1 2 1 1
"fz{ 1-E)0-(1+Ha+ L+ Ha+ (1 f)ga} Lala,

1 1 1
-0 90-(+ 80+ M+ Har -2 } larla
amibdl a Jacobi determinans:
1,
J=J1dp = Jppd = Ea @+S-n). (12.111)

A Jacobi determinans 0, ha pl. £=-1¢és =0, vagy &= 0 és n = -1. Ilyenkor elfajuld le-
képezésrol beszéliink. Ha J = 0, akkor a Jacobi matrix inverze nem létezik az adott pontban.
Tovéabba az elem paramétervonalai a négyszog tartomanyon kiviil metszik egymast. Emiatt a
négyszogelem Osszes belsd szogének 180°-nal kisebbnek kell lenni, vagyis az elem nem lehet
konkav négyszog.
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12.5.5. A fesziiltségmezo szamitasa

A fesziiltségeket tartalmazo vektor a (12.7) képletbdl szdmolhato

o =Cs=CBu,, (12.112)

ahol C=C o sikfesziiltsegi allapot esetén és C =C * sikalakvaltozasi allapot esetén (1d. 11.
fejezet)

12.5.6. A merevségi matrix szamitasa

A merevségi matrix sikfeladatok esetén a kovetkezod képlettel szamolhato (12.9) alapjan:

=[] BTCTBvdxdy. (12.113)

e

Az izoparametrikus négyszogelemnél a B matrix elemei a formafiiggvények derivaltjait

tartalmazzak. Kovetkezésképp a merevségi matrix szamitasdhoz sziikség van a feliileti integ-

lathatjuk. A c; €s C; paraméterek intervallumai:

~1<c, <1, -1<c, <1. (12.114)

ylk

X
12.9 abra. A feliileti integralok transzformdcioja izoparametrikus négyszogelemnél.

A kisbetis differencialis vektorokat a kovetkezd formaban irhatjuk felhasznalva (12.100)-at:

OX OX OX
dr, = =15 5;7 =% =] e (12.115)
dy n=konst —d§+—d77 —dé: le
aé: a n=konst aé:
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valamint:
OX
___dn
d J
dr, :{ X} =| 9 { ZI}dn. (12.116)
dy E=konst —d7] JZZ
on
Az elemi feliilet definicidja:
i bk
dA = |d[1 X d[2| =abs(|J,d&  J,,d&  0) =(33,, —J;,,,)dSdn = dxdy, (12.117)

Jydn J,dnp 0O

azaz:

11
dA = dxdy = Jd&dn ¢és: [dxdy = [ [Id&dn . (12.118)
A

-1-1

A merevségi matrix tehat:

—

1
K, =[B"C"Bvdxdy= | [B"C' Bvidddr, (12.119)
A -1

LN

azaz egy feliileti integral segitségével tudjuk a merevségi matrixot kiszamitani. A szamitashoz
analitikus vagy numerikus modszert alkalmazhatunk. A végeselem programok altalaban nu-
merikusan, a Gauss-féle kvadratira segitségével végzik el a szamitast. Errdl a 12.6 fejezetben
lesz szo.

12.5.7. A tehervektor szamitasa

Vonalmenti megoszIo terhelés. A 12.10 abran lathato elemélek mentén miikodé megoszld
er6bol adodo erdvektor a kovetkezoképpen irhato fel:

F. =v[N"p ds, (12.120)
ahol:

1., 1
s =l és ds= 21,08, (12.121)

valamint az |1, az elem 1-es és 2-es csomopontja kozti élhosszisag.
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yA

12.10 dbra. Izoparametrikus négyszogelem éle mentén miitkddo vonalmenti terhelés.

Tudjuk tovabb4, hogy az 1-2 él mentén 7= -1 és -1 < £< 1 (1d. 12.6 dbra). Mindezek alapjan

irhatjuk:
‘N, 0]
0 N,
N, O
Lo N,
EepzvjNTp ds :lvj 2
| = P 2 -1 N3 0
12 n=-1 -
0 N,
N, O
| 0 N, |

_prl_

Py N,
PN,
pyN,
PxN;
pyN;
PN,

[PyNa

dg - (12.122)

A tovabbi szamitashoz sziikség van a formafiiggvények kiértékelésére az 1 = -1 paramé-

tervonalon:
1 1
Ni|,, =5 A== " =9,
N, =g @i =6,
1
Nol, =50+ OA+n) =0,
1
Ny, =5 A=+ =0.
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Ezzel:

1

I PNy, dg =% pxj(l—e:)daf =% p{g—%} =% p{l—%—(—l—%)} =p, (12.124)

1

ot oo oo 5] <ot

Visszatéve az eredményeket az erOvektorba a kdvetkezot kapjuk:

1
Elp=§vl12[px P, P P, 000 0]. (12.125)

Az egyenletesen megoszl6 erd ereddjét tehat megfelezziik (hasonldan a radelemekhez ¢és a
sikmembran haromszdghdz) €s az elemélhez tartozé két csomopontba helyezziik. A szamitas
linearisan valtozo megoszlo erd esetén is elvégezhetd, az eredmény persze mas lesz.

Terfogati ero. A térfogati erobol adodo erdvektor:

11
Fo =v[[N"qddadn, (12.126)

-1-1

amelynek szamitasdhoz ismét a feliileti integral kiértékelésére van sziikség. Hasonldan a me-
revségi matrixhoz, itt is a Gauss-féle kvadraturat fogjuk alkalmazni.

Koncentralt terhelések. Sikfeladatok esetén koncentralt er6k a csomopontokban miikod-
hetnek, nyomatékok nincsenek. A koncentralt erdk x és y irdnyu komponenseit a kovetkezo-
képpen foglaljuk vektorba:

F. F Fo Fol (12.127)

y2

F., F

y3
A teljes tehervektor az el6z6 harom esetbdl adodo vektorok dsszegeként irhato fel:

Fe=F4+Fs+F.. (12.128)

12.6.  Numerikus integralas, a Gauss-féle szabaly

Az izoparametrikus négyszdgelem merevségi matrixanak, valamint a térfogati er6bdl adodo
tehervektor szamitasahoz a végeselemes szoftverekben numerikus integralasi sémat alkal-
maznak. A leggyakoribb a Gauss-féle szabaly alkalmazasa, mert minimalis mintavételi pontot
igényel és relative pontos [1,2,6].
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12.6.1. Egydimenzios Gauss-szabaly

Az egydimenzios Gauss-szabaly esetén a 12.11 abran lathato fiiggvény alatti teriilet kozelitd,
de relative pontos meghatarozasa a cél.

4 FE)
-1 \/ gl E 1 N
. | p=1
. ® I p=2
@ @ ® p=3
® e +—o— p=4

12.11 dabra. Egydimenzios Gauss-féle integralasi séma mintavételi pontjai.

A gorbe alatti teriilet kozelitd képlete:

1 P

[F&de=> wF&). (12.129)
1 i=1

A mintavételi pontok & Koordinatait és a w; integralasi stulyokat a 12.1 tablazat mutatja.
Az egydimenzids szabaly 2p-1 fokszam polinom esetén pontos megoldast ad.

p & Wi
1 0 2
) ~1/+/3 1
1/4/3 1
~\3/5 5/9
3 0 8/9
J3/5 5/9
~\J(3-26/5)/7 1/2—-(~/5/6)/6
4 ~J@+2J6/5)/7 | 1/2+(J5/6)/6
‘;’53:-4“2 W3 = W
$1=-& Wa =W

12.1 tablazat. Az egydimenzios Gauss-féle szabaly paraméterei.

Nézziink egy példat a Gauss-féle szabaly alkalmazasara! Szamitsuk ki az
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L (12.130)
X

P C—

integral pontos értékét, valamint a Gauss-féle szabaly alapjan egy, kettd €s harom integralasi
alappont esetén!
Pontos megoldas:

=[Inxf =In3-In1=1,098612. (12.131)

Gauss-féle szabdly, p = 1. Legyen &= x-2. Igy ha x = 3 akkor &= 1, ha pedig x = 1, akkor
&=-1, tehat:

11 t 1 1

=[Zdx=[——dé&,és: F(&) =——. 12.132
{ » j 9 &) Y ( )
Az integral kozelito értéke:

|l;w1F(0):2%=1. (12.133)

Ekkor 9,9%-os hibat kdvetiink el az egzakt megoldashoz képest.
Gauss-féle szabaly, p = 2. Most

I, zw,F(- \/_)+WF(\/_) 1 11 +1 1 =1,090909. (12.134)
\/§+2 \/§+2

Az integral értéke 0,7 %-al tér el a pontos megoldastol.
Gauss-féle szabaly, p = 3.

I, = w,F (- \/7)+W2F(O)+W3F(\/7)— \/7 g; :\/71,0980387- (12.135)

A kozelitési hiba mindossze 0,052%.

12.6.2. Kétdimenzios Gauss-szabaly

A kétdimenzios Gauss-féle kvadratara segitségével feliileti integralok kozelitd értékét tudjuk
kiszamitani. Az integralt a kovetkezd képlettel kozelitjiik:

b
[ fx y)dxdy = j j fEmaadn = Y Y ww, (&) ), (12.136)

—1-1 j=1 i=1

0 t—
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ahol w; és wj integralasi sulyok, & és n; pedig az integralasi alappontok koordinatai, valamint -
1<4<1,-1<n<1. Attdl fiiggden, hogy hany integralasi alappontot vesziink fel, kiilonféle
Gauss-féle kvadratara 1étezik, ahogy ezt a 12.12 abra is mutatja.

1x1 2X2
an AT
4o | g3
I I ) S B | ;
5 | o | &
Q——fF——
1 4,3,,,4,84 2
3x3 4x4
M AN
4 7 3 4, 0.8 3
T 7 16 5 !
| C|° 11 194 98
e T T
E A q . ol | &
S GEENE R
1 5 |2 " G é’”""z
b ,le b bl b

12.12 dabra. 1x1-es, 2x2-es, 3x3-as és 4x4-es Gauss-féle kvadraturdk integrdlasi alappontjai.

Az 1x1-es kvadratira esetén 1 integralasi alappontunk van, 2x2-esnél mar 4 €s igy tovabb. Az
1x1-es, 2x2-es €s 3x3-as Gauss-kvadraturakhoz tartozé paramétereket a 12.2 tdblazatban fog-
laltuk 6ssze.

1x1 2X2 3x3
a=1/+/3 b=+/3/5 Wi Wj
é:l =0 51 =-a n = -a 51 =-b n = -b 5/9 5/9
m= 0 éfz =a p=-a éfz =b = -b 5/9 5/9
Wy =2 &H=a m=a §3=b 7]3=b 5/9 5/9
54 =-a na=a 54 =-h Na = b 5/9 5/9
55 =0 s = -b 8/9 5/9
w,=1 wy, =1 fezb 776:() 5/9 8/9
ws=1 w;=1 5720 7]7:b 8/9 5/9
é:g =-b Ng = 0 5/9 8/9
5%=0 7o =0 8/9 8/9

12.2 tablazat. A Gauss-féle kvadratura paraméterei.

Példa a Gauss-féle kvadratura alkalmazasdra. Szamitsuk ki az
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| = j xydA (12.137)
A

integral értékét a 2x2-es Gauss-féle kvadratira segitségével a 12.13 abran lathatd paralelo-
gramma tartomanyon! Hasonlitsuk dssze az eredményt az egzakt integralas eredményével [4]!

Yh.
F 8|

1 3

Ys

Y.
¥

X % % X

12.13 abra. Példa a Gauss-féle kvadratira alkalmazasahoz.

A csomoponti koordinatak adottak:
X1=1,%=3,X3=4,%4=2,y1=1,¥2=2,y3=4,y,= 3. (12.138)

A 2x2-es Gauss-féle kvadratira kozelito képlete alapjan irhatjuk:

XydAEiZz:Win f(ii’ﬂj)“] (fiyﬂ,-)‘- (12.139)

i=1 j=1

)>'—:

A szamitashoz sziikség van a Jacobi matrix elemeire. Ehhez a csomdponti koordinatak és
a formafiiggvények derivaltjai is kellenek (1d. (12.110)):

Jll:%{—(1—77)14‘(1—77)3+(1+77)4—(1+77)2}:l, (12.140)
1 1

Jip = 4{ A-ml+A-m)2+@A+n)4- (1+77)3} o>
{ AL—E1—(1+E)3+ 1+ E)4+(1-E)2) = %

3, :%{— (- &) (L+&)2+ A+ E)A+ (1-£)3) =

A Jacobi matrix tehat:

www.tankonyvtar.hu © Szekrényes Andras, BME




12. Sikfesziiltségi allapot modellezése VEM programrendszerek segitségével 219

1 1
J :F“ Jﬂ} - 2] (12.141)
= Ja Ja l 1
2
illetve a Jacobi determinans:
J :1-1—3-1:§:k0nst. (12.142)
2 2 4
Az X és y paraméterek a (12.77)-ben megadott interpoléacio alapjéan:
x(&,m) = ZN X (1 EA-ml+(A+S5)A—-n)3+ (12.143)
+(L+ L+ m)a+(L- &)L +m)2),
y(&.m) = Z N;y; = (l A-mi+QA+8)A-n)2+
+ L+ L+ mA+(L-&)(L+n)3}
A (& n) figgvény:
() =wy =56+ 26 +7)-(5+ £+ 2m)). (12144)

Az integral kozelito értékét az abra, valamint a tablazat alapjan a kovetkezoképpen irhatjuk:
| =[f(-a,—a)+ f(-a,a)+ f(a,—a)+ f(a, a)]% =19,75. (12.145)

Az integral egzakt értéke:

I—"—'H

0 £t 3 79
jlf(g,n)dgdn =Xy =Ulz{(5+ 2§+77)-(5+§+277)}Zd§d77 =, —1075. (12.146)

Lathato tehat, hogy a Gauss-féle kvadratira ebben az esetben a pontos megoldast adja. A
legtobb kereskedelmi végeselem szoftver is a 2x2-es kvadratirat hasznalja.

12.7.  Kidolgozott példa az izoparametrikus négyszogelem alkalmazasara

Oldjuk meg a 12.3 pontban bemutatott példat izoparametrikus négyszogelemmel is! A feladat pa-
raméterei ugyanazok, mint a linearis haromszdgelemnél. Alkalmazzunk egy darab végesele-
met a 12.14 abra alapjan [4]. Szamitsuk ki a csomoOponti elmozdulasokat és a reakciderdket!
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7
/
b
L/ .
: X
AT, ST
E a 3

12.14 abra. Példa az izoparametrikus négyszogelem alkalmazasara.

A megoldand6 végeselemes egyensulyi egyenlet a kdvetkezo:

KU =F (12.147)

Mivel csak egy elemiink van, ezért ez esetben (12.147) megegyezik az elemre vonatkozé

egyensulyi egyenlettel:

K.u. =F., (12.148)
ahol
L_JT = [Ul Vi U vV, Uy Vo U, V4] (12.149)

a csomoponti elmozdulasok vektora. A peremfeltételek (vi = v, = U, = uz = 0) miatt azonban:

U'=fu, 0000 v, u, v, (12.150)

Hasonloan tehat a linearis haromszdgelemhez, itt is egy négy ismeretlenes egyenletrend-
szerlink lesz. Az elemi merevségi matrix szamitasahoz a Gauss-féle kvadraturat alkalmazzuk,

azaz a kovetkezot irhatjuk:

K, = [ [B7CT Bvadadn =vY > ww,B"(&,7,)C" B 7,3 )| (12.151)

e i=1 j=1

A szamitashoz sziikség lesz a Jacobi matrix elemeire:
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X LN, 1
=X X, = == @=n)x + Q=7)%, + A+ 7%, — L+ 7)X, } =
o Soc 4 (12.152)
:E{—(l—n)0+(1—77)20+(1+77)20—(1+77)10}=%—gﬂ,
‘]12:% Zl“aal\éi 4{ A-m)y, +A=-7)y, + AL+m)y,; - (1+77)y4}=
— =m0+ L= 7)0+ L+ 730~ (1+7)30} =0,

RN <LLATIVR ¥ I Y T SR S R I v
on ‘I on

= - a-90-@r 820+ 4+ 20+ a-2n0}=> -3¢,

afy7 i @8y, — A+ Oy, + A+ &)Y, + (- )y, =

22
i=1

e (1—5)0—(1+§)0+(1+§)30+(1—§)30}=

A Jacobi matrixot 0sszerakva:

15 5
=_Zn 0
(12.153)

amibdl a Jacobi determinans:
J = 257 (12.154)
2 2
Belathato, hogy ha —1<7 <1, akkor J > 0 minden esetben, tehat nem elfajulo a leképe-

z¢s, amely egyébként a 12.5 abrabdl is lathat6. Az inverz Jacobi matrix szintén eléallithato

2
g Ll Ja “du| | 5(-3+7) (12.155)
= -Ju i - i i |
15(n-3) 15

Kovetkezd lépésként szamitsuk ki a B matrixot (1d. (12.96)), ahol (12.105) alapjan
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oN, 1 1-n

—1==0J,N,.,-J. N J)=—"1 12.156
ox J( 22N, 12 1,7,) 10(3_77) ( )
%:1(—J21N1§+J11N1 ):_i'
oy J ' " 30(3-7)
oN, 1 1-7n
8X2 :j(JzzNz,g _J12N2,U):_Mv
aNZ :i(_‘]ﬂNz,g +J11N2,U)Z_M’
o J 30(3-17)
ON, 1 1+7n
8X3 :3(J22N3,5 _JIZN&U)ZM’
oN 1 1+2& -
: :_(_J21N3,§ +‘]11N3,n) :#7
oy J 30(3-17)
ON, 1 1+n
8X4 =3(J22N4,§ _leNM):_m’
N, =l(_J21N4§+‘]11N4 ):1_—5
oy J ' 77 15(3-n)
Ezzel aE matrix:
__ 1-7 0 /A 0
10(3-7) 10(3-7)
EZ O _ 1_(;: 0 _24_5—_77
= 30(3-7) 30(3-7)
14 _1-3 _2+4¢-n 1-7
30(3- 10(3 - 30(3— 10(3-
| 30@-7) @-m) B-n) 3B-n) ] (12.157)
1+n 0 B 1+n
10(3-7) 10(3-7)
1+2& -7 0 1-¢&
30(3-17) 15(3-7) |
1+2& -7 1+n 1-¢& 149
30@-7) 10@-7) 15@-7)  10(3-7) ]

Szamitsuk ki a merevségi matrix [1,1] elemét a Gauss-féle kvadratiraval. Ehhez el6szor
nézziik meg a kovetkezot:
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L ]1 1600(L—7)? 200(1—&)?
S B-n)° 3(3-¢)?
és:
[k, L= vﬁET c'B|, Jdedn =
, 2000-&)?

tt 160001
v”{ 1-n)?

B-n)’ 33-9)°

-1-1

(12.158)

(12.159)

dédn = V”f(é )3 (&,m)dédn,

el

ahol v = 5 mm a szerkezet vastagsaga. A szamitast haromféleképpen végezziik el: a 2x2-€s,
3x3-as Gauss-féle kvadratira alapjan és egzakt integralas utjan.

|. 2x2-es Gauss-féle kvadratura:

ge ]1,15 v-{f(-a-a)J(-a-a)|+ f(a-a)J(a-a)|+ f(a,a)d(a,a) f (-a,a)J (-a,a)} =

=(2.1734 +2.0927 +0.2304 + 0.3496) - 10°

I1. 3x3-as Gauss-féle kvadratura:

K ].zv

+v-{f (0,-0)J(0,-b)| +  (b,0)|3 (6,0 + (0,63 (0,b)|f (~b,0)|J (~b 0)\}”+
+v- (0,0 (0,0)\55 = (2.6072 +2.5046 + 0.07134 + 0.2454)a 10° +

+(2.5360 +1.0021+0.1247 +l.1312)— -10° +1.0417 a1

1II. Egzakt integralassal:

N
— .10°
&e]l,l_ 4,8666-10 powed

=4,8462-10° l
mm

64l

A{F (~b,~0)|3 (b, ~b)|+ f (b,~b)|J (b,~b)|+ f (b,b)| (b,b)|f (b, b)|J (—b,b)\}§g +

0° = 4,8660-10° l
mm

A merevségi matrix komponenseit egzakt integralas utjan kiszdmitva kapjuk:

=

[4,8666 0,76713 —4,3666 0,23287
23545 0,7329 -10211

53666 —1,7329

3,6878

—-2,7668 —0,9657  2,2668
-0,9657 -11244 -0,5343
2,2668 —0,53426 -3,2668
—0,03426 -0,20891 11,5343
6,9663 05685 —6,4663
35845  0,93147
7,4663

(12.160)
(12.161)
(12.162)
—0,03426 |
—-0,20891
1,5343
st | (12.163)
-10° —.
0,43147 mm
-2,2512
-1,9315
49178 |

A csomoponti er0k vektorat ugyanugy allitjuk eld, mint a haromszogelemnél:
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F =%"[px 00000 p, 0]=f3v10 0 0 0 0 0 310 0N, (12.164)

pl

Esz:I%V[O 0000 Pp 0 pJ=fo0000 -150 -15]N.

A reakcideroket mint koncentralt er6ket vessziik figyelembe a megtamasztott csomopont-
okban:

Fr=[F, F

—C I:><2 F FX3 I:y3 Fx4 I:y4 ] ' (12165)

yl y2

Figyelembe véve, hogy a feliiletek simak és a 4-es szamu csomdpontban nincs kiilsé erd,
Fx1 = Fys = Fxa = Fya = 0 lesz, és igy kapjuk:

Fr=o F, F, F, F, 0 0 0] (12.166)

yl y2

A szerkezeti erdvektor tehat:

E:Ep1+Ep2+Ec' (12167)

A végeselemes egyensulyi egyenletet 0sszerakva kapjuk:

(48666 076713 —4,3666 0,23287 —2,7668 —09657 22668 —003426] [u,| [310

23545 07329 -10211 -09657 —11244 —05343 —0,20891 0 F,e
53666 —17329 2,2668 —053426 -3,2668 15343 0 F, (12.168)

36878 -003426 020891 15343 -24578 | 10| | F, |
6,9663 055685 —6,4663 0,43147 0 Fio

35845 093147 —2,2512 v, | | -15

7,4663  —19315 u, | |3v10

I 49178 | |v,| |-15]

A merevségi matrixban elhagyjuk azokat a sorokat és oszlopokat, amelyekhez az el6irt
(jelen esetben zérus) értékli elmozdulasok tartoznak. Ily médon kapjuk az un. kondenzalt me-
revségi matrixot, amellyel az elmozdulasokra megoldando6 egyenletrendszert tudjuk kifejteni:

48666 —0,9657 2,2668 —0,03426 u, | 310
35845 0,93147 —2,2512 v -
09 Ve || | (12.169)
7,4663 —1,9315 u, | |3v10
49178 v, -15
A megoldasok:
u, =1,5078-10° mm, v, =-0,29199-10"° mm, (12.170)
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u, =0,822016-10° mm, v, =-0,10532-10"° mm.

A reakciodkat igy az elmozduldsok ismeretében a (12.168) egyenlet 2., 3., 4. és 5 kompo-
nens egyenleteibdl tudjuk kiszamolni. A megoldasok:

F,, =10678 N, F,, =—9,27494 N, (12.171)
F,, =193216 N, F,, =-9,6987 N .

Az elemre vonatkozé alakvaltozasi és fesziiltségmezdt paraméteresen (& és 7 fliggvénye-
ként) megkaphatjuk a (12.95) és (12.105) képletek segitségével. Az adott csomdpont lokalis
koordinatait behelyettesitve az alakvaltozasi jellemzok és fesziiltségkomponensek szamolha-
tok. A fenti példat ANSYS 12 végeselem szoftverrel is ellendriztiik.

12.8. Kvadratikus izoparametrikus négyszogelem

Az egyenes oldalu négyszogelem tovabbfejlesztett valtozata a kvadratikus négyszogelem,
ahol az oldalakat és az elmozdulasmez6t is &-ben és 7-ban is masodfoku fiiggvénnyel kozelit-
jik [2,7]. Minden elemélen felvesziink egy kozbiilsd csomopontot, ahogy ezt a 12.15 4bra
mutatja, ezaltal 8 csomdpont, illetve 8 ismeretlen egyiitthatd lesz, pl. az X paraméter kozelitd
fliggvényben:

X(&,n) =a, +aé+a,n+a,én+a,El +agn’ +a,éln+a,én’. (12.172)

A csomoponti feltételek alapjan a kvadratikus elem interpolacios fliggvényei ugyaniugy
szamithatok, mint a 4 csomdpontl négyszogelemnél. Az interpolacios fiiggvények:

N, (6) == A= -+ & +1), Ny () = A )A-n), (12173)
N(&m) = =3 @+ OA-n)A-E 1), Ny =5 A+ A1),
Ny(&) = =3 @+ L+ A-1-8), No(i) =5 A=E)a+1),

Ny(f,n)=—%(1—§)(1+77)(1+§—77), Na(éﬂ):%(l—é)(l—nz)-
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12.15 abra. Kvadratikus izoparametrikus négyszégelem.

Az interpolacios fiiggvények tomor (kompakt) formaban is megadhatok:

N, =5 (@ &)@+ )& +mm, ~D),1=1,3,5,7. (12.174)

N, =S &1L+ &)1+ S0t W )A-¢7),1=2,4,6,8.

ahol & és ni a csomopontok koordinatai. Az interpolacios fiiggvények koziil Ns és Ng a 12.16
abran lathato.

12.16 abra. Kvadratikus izoparametrikus négyszogelem interpoldcios fiiggvényei.

Az i. csomoponthoz tartozé N; fliggvény értéke ebben a csomopontban egy, a tobbiben pedig
nulla. A merevségi matrix és a tehervektor ugyanugy allithatok eld, mint az egyenes oldalu
négyszogelem esetén. A kvadratikus elem esetén is sziikség van a Jacobi-determinansra, illet-
ve a Gauss-féle kvadraturara.
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13. FORGASSZIMMETRIKUS ALLA,PO,T MODELLEZESE VEM
PROGRAMRENDSZEREK SEGITSEGEVEL. MODELLEZES,
KIERTEKELES PROBLEMAKORENEK ELEMZESE

13.1. Tengelyszimmetrikus feladatok végeselemes megoldasa

Tengelyszimmetrikus feladatok esetén mind a geometria, mind pedig a terhelés fliggetlen a 4
szogkoordinatatol. Erre mutat példata 13.1 abra.

A A
a. A% p - belsé nyomas | # b. y C.

| | 47
| | —
} 1| | 5

¢
| | —f
| | —5
| | >
| I —

r X

y X

13.1 dabra. Bels6é nyomdssal terhelt vastagfalii cso (a), a cso tengelyszimmetrikus modellje (b),
valamint az egyszertisitett végeselem feladat (c).

Az ilyen feladatok a test meridian metszetében, sikban definialhatok és kétvaltozos matemati-
kai feladatként oldhatok meg. A tengelyszimmetrikus feladatok elemei tulajdonképpen gytira
alaku elemek. Ezzel fligg 6ssze az, hogy az ilyen feladatokban nincs koncentralt erd, kivéve,
ha az éppen a tengelybe esik. Koncentralt eréként latszik a felhasznalod szempontjabol a palast
egy r sugaru korén megoszlo konstans vonalterhelés. Tengelyszimmetrikus feladatok esetén
az elmozdulasmezo a kovetkezo6 alakua [1]:

u=ur,2)e, +w(r, 2)e,. (13.2)

A geometriai egyenlet:
1
g=§(ro+Vou), (13.2)

ahol V a Hamilton operator henger-koordinatarendszerben (HKR). Ennek eléallitasa a (11.61)
képletek segitségével lehetséges. A radidlis és tangencidlis irdnyu bazis-egységvektorok a
11.7 abra alapjan [1]:
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e, =cosdi+sindj, e, =—sinJi+cosIj. (13.3)
A nabla-operator az x-y-z koordinata-rendszerben:

V= k. (13.4)

R

0. 0 .
—i+—j+
oXx~ oy~

Felhasznalva a (11.61) képleteket ¢€s behelyettesitve (13.4)-be juthatunk el a kdvetkezo-
hoz:

V=—e +——e +—¢,. (13.5)

Az alakvaltozasi jellemzok HKR-ben a kovetkezOképpen irhatok fel [2,3] (1d. (11.66)):

g =M M W M W (13.6)
or r 0z o0z or

Vektorba foglalva:

g =le, & 5 7.l (13.7)

Az alakvaltozasi jellemzOk vektora felirhat6 a kovetkezoképpen:

£=adu, (13.8)

ahol a differencidloperatorok matrixa (13.6) alapjan egy tovabbi elemmel egésziil ki a sikfe-
szlltségi vagy sikalakvaltozasi allapothoz képest:

1

2 0

or

1
o=|" (13.9)
= | g Kl

oz

A

Loz or]

A fesziiltségeket is vektorba foglaljuk:
o =lo, o o, 7,] (13.10)

A Hooke-torvény koordinatarendszert6l fliggetleniil irhaté a kovetkezé formaban:
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230 Végeselem-mdodszer

o= ZG[é‘ +— Y g E] (13.11)
= = 1-2v =
o, 0 7, &, 0 1/2.y,
c=|0 o 0|¢g= 0 & 0 , (13.12)
7, 0 o, 1/2-y, O g,

- _ — v — E —
o, = {gr +1 > (&, + ¢ +5Z)} S L2 [e,A—V)+ev+e,v], (13.13)

o, - E & +L(€r +& +&,) #[gerrgt(l—v)Jrgzv],
1+v 1-2v Q+v)1L-2v)

o, =—E g, + Y (6, +& +¢,) :—E [e,v+ev+e,(1-V)],
1+v 1-2v @+v)@-2v)
B E
rz 1+V7|'Z

1-v v 0
E v 1-v v 0
T v v 1-v 0 (13.14)
0 0 0 1—221/

Az elem merevségi matrix szamitasa a kovetkezo dsszefiiggés alapjan lehetséges [4]:

VI B

II7<
||o

" BdV (13.15)

ahol a B matrix mérete az elem szabadsagi fokatol fiigg. A tehervektor a sikfeladatoknal leir-

takhoz hasonldan hatdrozhat6 meg.

A tengelyszimmetrikus testek térfogattartomanyat gytirti alaku elemekkel hal6zzuk be. Az
elemeket a meridian metszetben adhatjuk meg, azaz sikban. A végeselemes programrendsze-
rekben ugyanazok az elemtipusok allnak rendelkezésre, mint a sikfeladatok megoldasara, alta-
laban az ,,axisymmetric” opcid segitségével lehet az elem tengelyszimmetrikus viselkedését
beallitani. A végeselemes diszkretizacié soran ugyanazokat az interpolacios fliggvényeket
alkalmazzuk, mint a sikfesziiltségi és sikalakvaltozasi allapot esetén. A legtdbb végeselemes
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szoftvernél a modellt az x-y sikban kell elkésziteni, y a forgastengely (1d. 13.1c abra). A ko-
vetkezOkben nézziikk meg a linearis haromszogelem és az izoparametrikus négyszogelem al-
kalmazasat.

13.2. Forgasszimmetrikus linearis haromszogelem

A 12.2 fejezetben a linearis haromszogelem esetén részletesen megmutattuk a végeselemes
diszkretizacio 1épéseit. Tengelyszimmetrikus alkalmazasnal néhany atalakitasra van sziikség.
Az elmozduldsmezd interpolacidja soran az X €s y paramétereket r, z-re cseréljiik, azaz [1]:

u(r,z)

w(r, z)

u(r,z) { } = N(r,z)u,, (13.16)

ahol az elmozdulas-komponensek interpoléacids fiiggvényekkel felirt alakjahoz ugy jutunk
hozza, hogy a (12.24) képletben az X koordinatat r-re, az y koordinatat pedig z-re cseréljiik:

u(r,z) = N,(r,z)u, + N, (r,z)u, + N,(r, z)u,, (13.17)
w(r,z) =N, (r,z)w, + N, (r,z)w, + N, (r, z)w,,

amivel az interpolacids fiiggvények matrixa, valamint a csomoponti elmozdulasok vektora:

N, 0O N 0O N; O
N(r,z)=| ’ ° , (13.18)
= 0 N, 0 N, O N,
91 = [ul WU W, U Ws]-
Az alakvaltozasi jellemzOk szamitasat a sikfeladatokhoz hasonloan végezhet;jiik el:
£=0u=0Nu, =Bu,, (13.19)

ahol az alakvaltozas-elmozdulds matrix (13.9) és (13.18) alapjan:
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2 g
or
1 )
BoaN<| T N, 0 N, 0 N, 0}:
=~ o 90 N 0O N, 0 N
0z
2 0
Loz or. ] (13.20)
% 0 oN, 0 ON, 0
or or or
Noog N Ny
_|r r r ’
o Moo N N
0z 0z 0z
ON, ON, ON, ON, ON, ON,
| 0z or 0z or 0z or |

ahol a masodik sorban az Ni/r kifejezés jelenik meg. Figyelembe véve, hogy forgasszimmetri-
kus feladatokrdl van szo, irhatjuk, hogy:

K,=27[B"C"BrdA=2z[[B"C' Brdrdz. (13.21)
A

A tehervektor tengelyszimmetrikus feladatok esetén is harom tagbol all. A feliileti meg-
0sz106 teher esetén a képlet:

F, = ZﬂIuT prds, (13.22)

ahol p a radialis és tengelyiranyu nyomas értékét tartalmazo vektor:

P,
- . 13.23
p {p} ( )

Térfogati erd esetében a tehervektor képlete:

E, =27 j j N'grdrdz, (13.24)
ahol:
Q= m (13.25)
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a fajlagos térfogati erdk vektora. Végil a csomopontokban miikédd koncentralt terhelések
vektora:

Fl.=[F, F F,,]. (13.26)

——€ec z FZ F2

r z

A teljes tehervektor az el6z6 harom tag 6sszegébdl adodik:
Ee = Eep + Eeb + Eec ' (1327)

A feladat megoldasdhoz 0ssze kell rakni az elemi, illetve a szerkezeti matrixokat. A szer-
kezeti egyensulyi egyenletbdl elészor a csomoponti elmozduldsokat, majd pedig a reakciokat
¢és az alakvaltozasi jellemzoket, valamint a fesziiltségeket hatarozzuk meg. Nézziink egy pél-
dat az elem alkalmazasara!

13.3.  Kidolgozott példa tengelyszimmetrikus hiromszogelemre

A 13.2 abran lathat6 haromszog keresztmetszetli furatos tarcsat bels6 nyomassal terheljiik. A
tarcsa w = 5 rad/s szogsebességgel forog. Vegyiik figyelembe a tarcsa onstlyat is! Szamitsuk
ki a csomoponti elmozdulasokat és a reakciokat!

z.ll

<[ 3° 4 3 lg
P,

h 4

&d
D

e
o

13.2 abra. Haromszog keresztmetszetii tarcsa végeselem modellje.

Adatok:
pr=20 KPa, E=200 GPa,d=6m, D=8m,g=981lm/s%, v=03,h=1m

Oldjuk meg a feladatot egy darab tengelyszimmetrikus haromszogelem segitségével [1]! A
tavolsagokat [m]-ben az er6t [N]-ban fogjuk szamitani. A csomoponti koordinatak:

csomopont | r [m] z[m]
1 3 0
2 4 0
3 3 1
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Mivel csak egy elemiink van, ezért az elemre vonatkozo egyensulyi egyenlet megegyezik

a szerkezetre vonatkozo egyensulyi egyenlettel:

K.u, =F,, (13.28)
ahol:
T
ul =fu, w,ou, w, u; w] (13.29)
A peremfeltételek miatt csak négy ismeretlen marad, azaz:
ul =fu, 0 u, 0 u, w]. (13.30)
A konstitutiv matrix (13.14) alapjan:
1-v v 1% 0 |
E v 1-v v 0
C= e o 1- 0 |~
= (l+v)l-2v)| Vv 4 v 1-9
0 0 0 Y
L 2 ] (13.31)
269,2 11538 11538 O
115,38 269,2 115,38 o
= -10° Pa
115,38 115,38 269,2
0 0 0 76,9
Az interpolécios fliggvények egyiitthat6i (12.22) és a 13.2 dbra alapjan:
a,=12,—1z,=4m", a,=rz — 2, =-3m°, a, =12, — 1,2, =0, (13.32)
B=2,—-2;=-1m, f,=2,-z,=1m, p,=2,-2,=0,
n=n-hL=-1m, y,=r-r=0, y,=r,—r=1m.
A haromszdog teriilete igy:
1 1 1,
A==(q+a+a))==(4-3+0)==m". (13.33)
2 2 2
Az interpolacios fuggvények az
Ny (rz) = AT E7Z (13.34)

2A
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kifejezés alapjan:
N,(r,z)=4-r—-z, N,(r,z)=-3+r, Ny(r,z)=z. (13.35)

Az N matrix tehat:

N(r,7) = N, 0 N, 0 N, O :4—r—z 0 -3+ 0 z 0. (13.36)
= 0 N, 0 N, 0 N, 0 4-r—z 0 -3+r 0 z

Ezzel a B alakvaltozas-elmozdulas matrix:

r r r _
N, N, N, 4—r1—z ° —31+r ° (z) °
- o —= 0 —= 0 0 0 = ol (13.37)
B=oN=| T r r = r r r
= =y N, N, 0 0N, 0o -1 0 001
0z 0z 0z _ _
ON, oN, N, oN, oN, N, t -1 0 110
Loz or oz or oz or |
A merevségi matrix a kovetkezo:
[ 343 189 -2,79 -081 -090 -109]
1,89 364 -133 -081 -093 -282
asre -280 -133 310 0 014 133
K, =27 I IBT C' Brdrdz = -10% ﬂ, (13.38)
= 1 I=== -081 -081 0 081 08 0 m
-090 -093 014 081 08 012
|-109 -282 133 0 0,12 2,82 |

amelyet egzakt integralas Utjan (Maple szoftverrel elvégezve) kaptunk. Az elsd integralas
felsd hatara a haromszog atfogodjanak egyenlete: z = 4-r. A csomoponti erdk vektorat harom
tagbol kell 0sszedllitani. Az els6 tag az 1-3 él mentén megadott feliileti er6bdl adodik, amely
(13.21) alapjan:

20
Fe= Zﬂng prds, p= [ Er} :{ 0 } KPa. (13.39)

Mivel azonban az 1-3 él mentén a sugar r = 3 m allando, valamint az ivkoordinata meg-
egyezik z-vel, ezért irhatjuk, hogy:
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6.

{20000} 0
dz =
0

1 1
Fo=27-3[N' pdz =273 10°N. (13.40)
0 0

O N O O O

A forgasbol és az onsulybol adddé erdvektorhoz sziikséges q vektor felirhatd a g és @
alapjan:

2
q= {q} _ [/’”" } _ (13.41)
N qz -9
Ezutan (13.23) segitségével kiszamitjuk Fep-t:
[4—-r-12 0 |
0 e
4-r 4 4-r 4 —34+r 0 B 2
F, =2r I IQT rdrdz =27 _[ I pre }rdrdz, (13.42)
0 3 B 0 3 0 —3+r L — A9
z 0
L 0 -
azaz:
F.=[689 -0829 7,995 -0893 689 -0829]r-10° N. (13.43)

Végiil az utolso tag az ismeretlen reakciderdket tartalmazza. A peremfeltételek miatt:

El—c = [O l:lz O FZz O O] (1344)
A végeselemes egyensulyi egyenlet tehat:
(343 189 -279 -081 -090 -109] [u | [  7497-10°
1,89 364 -133 -081 -093 -282 0 —0,8297-10° + F,
-280 -133 310 0 0,14 1,33 102 u, _ 79957 -10° (13,45)
-081 -081 0 0,81 0,81 0 0 —0,893-10° + F,,
-090 -093 014 0,81 0,85 0,12 U, 7,497 -10°
_—1,09 -282 133 0 0,12 2,82 ] W || —0,8297-10° |

www.tankonyvtar.hu
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A megoldas az 1., 3., 5. és 6. komponensegyenletek alapjan lehetséges. A masik modszer
a kondenzalt merevségi matrix segitségével felirt matrixegyenlet, amelyet a 12. fejezetben
mar bemutattunk. A megoldasok:

u, =3,701-10° m, u, =3,400-10° m, u, =3,675-10° m, w, =-0,3424-10° m.  (13.46)
A reakcioerdk a végeselemes egyenletrendszer 2. és 4. egyenletei alapjan:

F,=7,272-10° N, F,, =74144 N. (13.47)
A fenti példat ANSYS 12 végeselem szoftverrel ellendriztiik. Megjegyezziik, hogy hason-

16an a 12. fejezet példaihoz, a reakciokat itt is a kiils6 er6k vektoraban vettiik figyelembe.
A hiromszdgelemnél meg kell jegyezni, hogy a B matrix masodik soraban megjelend Ni/r

komponensek az integralas soran gondot okozhatnak, ha egy elem egyik ¢le a forgastengelyre
esik (itt r = 0) . Ennek elkeriilése érdekében az integralast az elemek lokalis koordinata-
rendszerében szoktak elvégezni, vagy pedig az r értékével a nullat csak kozelitik [1].

13.4.  Forgasszimmetrikus izoparametrikus négyszogelem

Az izoparametrikus négyszogelemet sikfeladatokra a 12. fejezetben mar bemutattuk. Az
elem forgasszimmetrikus feladatok megoldasara is alkalmazhato. Az elemélek lokalis r és z
koordinatait megado fiiggvények [4]:

r(&,m =Ny (&mn +N, (& n)r, + Ny (&,mr, + N, (&), = NT (& mr, (13.48)

2(&,m) =Ny (&,m)z, + N, (&,1m)Z, + Ny (8, m)z5 + N, (E,1)zZ, :NT & mz,

ahol a (12.77) képletben az X koordinatat r-re, az y koordinatat pedig z-re cseréltiik. Kovetke-
z¢ésképp az interpoléacids fliggvények is ugyanazok lesznek:

N, (£,7) =%(1—<§)(1—77), N, (£.7) =%(l+cf)(1—77), (13.49)

1 1
N () =5 @+ W+ 1), No(im) =5 A= OA+n).
Az elmozdulasmez6 a kdvetkezoképpen irhato fel:

u(é, ) = {“(5’”)} =N ., (13.50)

W) | =

ahol:
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u(&,m) = Ny (&)U, + N, (&)U, + Ny (&,m7)us + N, (&)U, (13.51)

wW(&, 1) = N (&, mw, + N, (&, 7)w, + N, (S m)ws + N, (&, m)w,,

amivel az interpolacios fiiggvények matrixa, valamint a csomdponti elmozdulésok vektora:

N, 0 N, O N, O N, O

N(En) = : (13.52)
0 N, 0 N, O N; O N,

QZ = [ul W, U W, U W; U, W4]- (13.53)

Az alakvaltozasi jellemzok szamitasahoz a mar jol ismert alakvaltozas-elmozdulds matrix-
ra van sziikség:

£=0u=2Nu, =Bu,, (13.54)

ahol:

oo
[
1
1=
[
R o =1+~

0z
0
ar (13.55)
[ON, o MNo o Ny o N, ]
or or or or
Neog N g Noo g Ny g
_|r r r r
0 ON, 0 oN, 0 % 0 ON, |
oz 0z 0z 0z
ON, ON;, ON, ON, ON, ON, oON, ON,
| 0z or 0z or 0z or 0z or |

A matrix szamitdsahoz a formafiiggvények r és z szerinti derivaltjaira van sziikség. Mivel
az N; fiiggvények a természetes koordindtarendszer & és n koordinatai alapjan ismertek, ezért
itt is sziikség van a Jacobi matrixra, illetve annak determinansara (12.104) alapjan [4]:

o 1 0 0

_:_(Jzz__le _)’ (13-56)
or 3 P& on

o 1 0 0

— =7 +du),

oz J o0& on
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ahol:

Jn=2—;= %r — @ @ @ @, (1357)
Lo =3 T = o Qe Qe -G,

1 —S—I;Z%r - a-an-aran s @ron - a-an

J22 =§—f7= %z =§{— =82, -1+ &)z, + 1+ &)z, + L=z, .

Ezutan a B matrix a (12.105)-h6z hasonloan allithato eld, azzal a kiilonbseggel, hogy a

masodik sorban az Ni/r tag jelenik meg. Ennek szamitasa a (13.48)-(13.49) képletek alapjan

lehetséges. Az r koordinatat a & és  paraméterek fiiggvényeként (13.48) szerint kell megadni.
A merevségi matrix képlete a kdvetkezd lesz:

11
K, =27[[B"CTBridédn. (1358)
-1-1
A tehervektor eldallitdsdhoz sziikséges harom tag pedig:
1 1
Fo= 2ﬂmT prddé, E,, =27 I N pridy (13.59)
1 ]
attol fiiggden, hogy a megoszlod eré melyik elemélen miikddik, valamint
11
Fo =27 [N"aridédn, (13.60)
-1-1

EZC:[Frl le Fr2 Fzz Fr3 Fz3 Fr4 Fz4]' (13-61)
Végiil a teljes erévektor:

Ee = Eep + Eeb + Eec ' (1362)

A kovetkezdkben egy példat mutatunk be az elem alkalmazasara.
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13.5.  Kidolgozott példa tengelyszimmetrikus, izoparametrikus négyszogelemre

Oldjuk meg a 11.6.2 fejezetben analitikusan megoldott tarcsafeladatot két darab izopara-
metrikus négyszogelem felhasznalasaval. A tarcsa végeselem modellje a 13.3 abran lathato.

a. A tarcsa fordulatszama legyen @ = 880,5 rad/s, ellendrizziik, hogy ekkor meglazul-e a

tarcsa!

b. Szdmitsuk ki a fesziiltségeket akkor, amikor nem forog a szerkezet, azaz @ = 0, viszont

a tilfedés 5= 0,02-10° m!

Adatok:

r,=0,02m, r,=0,2m, h=0,04 m, p= 7800 kg/m®, E = 200 GPa, v=0,3.

F 3

a2

% &
® @ !
1 3—-\ ¥
i
N :
f

13.3 abra. Forgo tarcsa egyszerii végeselem modellje.

A tavolsagokat [m]-ben, az er6t [N]-ban fogjuk értelmezni. A csoméponti koordinatak:

csomopont | r[m] | z[m] | csomépont | r[m] | z[m]
1 0,02 |0 4 0,11 |0,04
2 0,02 [0,04 |5 0,2 0
3 0,11 |0 6 0,2 0,04
Az elem-csomoponti tablazat:

elem | csomépont

1 113 (4 ]2

2 3 |5 1|6 |4

A szerkezeti csomdponti elmozdulasvektor a peremfeltételek ismeretében a kovetkezo:

A konstitutiv matrix (13.14) alapjan:

www.tankonyvtar.hu

.
U'=fu, 0 u, w, u; w, u, W, U W, Ug W]
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269,2 11538 11538 O

11538 269,2 11538 O

- 11538 11538 2692 O
0 0 0 76,9

(@)

-10° Pa. (13.64)

A Jacobi matrix elemeit mindkét elemre el kell allitani (13.57) alapjan:

1
37 = Z{_ @—mr, +@-n)r, +@+n)r, —A+7)r,}=0,045, (13.65)

0 = @z + @)z, Az, - L)z =0,
0 = A= On -+ O + A+ 1 +@- 91, } =0,

I =97, -7, + A+ Oz, + (- §)2,) =002,
és:

1
JBD = Z{— A-m)r, + A=), + A+7)r, — (L+n)r, } = 0,045, (13.66)

3 =3 A-m, + L)z + )z, - @)z, =0,

1

3 = 0= On -1+ O+ L+ + A=, =0,

J@ =%{— A-&)z, —(L+ &)z, + L+ E)z, +(1- &)z, }=0,02.

A Jacobi matrix elemei és igy a determindns tehat mindkét elemre konstans és azonos:
JO =33 =3=0,0009. (13.67)

Ezutan kiszamitjuk a formafiiggvények r és z szerinti derivaltjait a (13.56) képlet szerint.
Mivel a Jacobi determinans a két elemre azonos, ezért a derivaltak is azonosak lesznek, a Ja-
cobi matrix komponenseinél is elhagyhatjuk a fels6 indexet:

@ ()
NN L, My Ny g 56555 45,5555, (13.68)
or or J o on
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(6] (2)
N, = _ N, ™ _ Ly Ny Moy 555655555655,
or or J o0& on
@ (2)
N, 7N, _ Ly Ny MNsy_ 555654 5,56555,,
or or J o& on
@ (2)
N, = _ N, _ Ly Moy MNay_ 5ese5_ 556555,
or or J o0& on
oN, P _oN® 1 oN, o oN,

=50 ()

Ny TNy = _125+125¢, 13.69
oz 0z J° o “an) d ( )

oN, @ :%(2) :1(_J oN,

M Nz g MNoy 155 105,
oz oz J PE on

N _NO 1 o,

= MNa g Moy 195, 105¢,
oz oz J PE on

6N4 » :%(2) _l(_‘] 6N4

- MNa g Nay 195 105¢,
oz oz J P on

A sugér-koordinatat mindkét elemre kiilon megadjuk (13.48) alapjan:

r =N,r, + N,r, + N,r, +N,r, =

13.70
=0,005(1-7)1- &) +0,02751 - 7)1+ &) +0,0275(1+ 77)(L+ &) + 0,005(1 + 77) (1 - &), ( )

r® =N,r, + N,r, + N,r, + N,r, =
= 0,0275(L— 17)(L— &) + 0,005(L— 7)(L+ &) + 0,005(L + 7)(L+ &) + 0,0275(L + 1) (L= &),

crer

A kovetkezd 1épésben az alakvaltozas-elmozdulas matrixot kell eldallitani mindkét elemre
(13.55) alapjan. A matrixok elemei a & és 7 paraméterek fiiggvényei lesznek, €s mivel elég
bonyolultak, itt nem ko6zdljik Sket. AB matrixok segitségével ezutan kiszamitjuk az elemi

merevségi matrixokat:
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11
K, =27[[BY"CTBYr®Jdan =

-1-1

(4062 423 134 302 -17,00 -1510 -280 7,85 |
5857 —483 3658 -2417 -4356 -7,85 —5159
6583 —3504 -1466 1571 —17,00 2417 (13.71)
_ 11567 -1571 -10869 1510 -4356| N
6584 35,04 1,34 483 m’
11567 -302 36,58
40,62 —4,23
i 58,57 |

11
K,, =27 [ [B¥7CT By =
-1-1

(82,40 31,42 -853 846 —46,41 -4229 -30,85 2,42 |
179,20 -10,27 87,23 -5135 -10387 -2,42 -16256
116,71 -62,23 —-3816 2115 —46,40 5135

_ 23630 -2115 -21965 4229 -10388| N
11671 62,23 853 10,23 m
23630 -846 87,23
82,40 3142
179,20 |

crer

zeti merevségi matrix kiszamitasa eldtt a szabadsagi fokok sorszdmainak megfeleléen atren-
dezziik az elem merevségi matrixokat. Legyenek az elemi elmozduldsvektorok a kovetkezok

g =[u, w U, w, upow U, w,], (13.72)

Ennek megfelelden az eredeti matrixokat a kovetkezoképpen kell atrendezni:

1,1 1 1 1 1 1 1 1 ]
kell I(e12 kel? kelS kelS kel4 kelS kel6
1 1 1 1 1 1 1 1
keZl ke22 ke27 keZB keZS ke24 ke25 ke26
1 1 1 1 1 1 1 1
ke7l ke72 ke77 |(878 ke73 ke?4 ke75 ke76
1 1 1 1 1 1 1 1
_ ke81 keBZ ke87 ke88 ke83 ke84 I(e85 keSG (13 73)
el K- KL K- K- K- KL KL KL : )
e31 e32 e37 e38 €33 e34 e35 e36
1 1 1 1 1 1 1 1
ke41 ke42 ke47 ke48 ke43 ke44 ke45 ke46
1 1 1 1 1 1 1 1
ke51 ke52 keS7 keSB keS3 ke54 ke55 ke56

1 1 1 1 1 1 1 1
keel ke62 ke67 ke68 keG3 ke64 ke65 ke66
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A csomopontok alapjan a masodik elemnél is hasonloan kell eljarni:

M, 2 2 2 2 2 2 2 2 7]
kell kelz ke17 ke18 kel3 kelA kels kel6
2 2 2 2 2 2 2 2
keZl ke22 keZ? ke28 ke23 keZ4 ke25 ke26
2 2 2 2 2 2 2 2
ke71 ke72 ke77 ke78 ke73 ke74 ke75 ke76
2 2 2 2 2 2 2 2
_ ke81 ke82 ke87 ke88 k683 ke84 ke85 ke86 (13 74)
—=e2 kz kz kz kz kz kz kz kz ' )
e31 e32 e37 e38 e33 e34 e35 €36
2 2 2 2 2 2 2 2
ke41 ke42 ke47 ke48 ke43 ke44 ke45 ke46
2 2 2 2 2 2 2 2
ke51 keSZ k€57 ke58 ke53 ke54 k655 ke56

2 2 2 2 2 2 2 2
_ke61 keGZ ke67 ke68 ke63 ke64 k965 keGG_

Ezutan lehet a szerkezeti merevségi matrixot eldallitani. A két k6zos csomoOpont a harmas
¢s a négyes. Ennek megfelelden, a két matrix kombinacioja:

M1 1 1 1 1 1 1 1
kell kelz ke17 kelS kel3 kelA kelS kele O O O 0
1 1 1 1 1 1 1 1
keZl keZZ k927 keZB ke23 keZA ke25 ke26 O O O O
1 1 1 1 1 1 1 1
ke71 ke72 ke77 ke78 ke73 ke74 ke75 ke76 O O O O
1 1 1 1 1 1 1 1
keBl keSZ keB? keSS k983 keB4 keB5 keBB O O O 0 (13 75)
1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 .
ke31 keSZ ke37 keSS k633 + kell k634 + kelZ keSS + kel7 ke36 + kelB kelS kel4 kelS kelG
1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2
K = ke41 ke42 ke47 ke48 ke43 + keZl ke44 + ke22 ke45 + ke27 ke46 + keZB keZ3 ke24 keZS keZG
=k, K, KLk, Kha+kE Kk, kE, K +kE, K +kZe kZ, KA, KA. k?
e51 e52 e57 e58 e53 e71 e54 e72 e55 e77 e56 e78 e73 e74 e75 e76
1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2
keGl ke62 keﬁ7 ke68 ke63 + keSl ke64 + keSZ ke65 + ke87 k566 + keSS ke83 keS4 ke85 ke86
2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 O ke31 ke32 ke37 ke38 ke33 ke34 keSS ke36
2 2 2 2 2 2 2 2
O 0 O O keAl ke42 k(947 ke48 k943 ke44 keAS keAG
2 2 2 2 2 2 2 2
O 0 O O keSl keSZ keS7 keSS keS3 keS4 keSS keSG
2 2 2 2 2 2 2 2
L O 0 O O kesl keGZ keG7 k968 keG3 k964 ke65 keGG_

Megjegyezziik, hogy a szerkezeti merevségi matrixot a végeselem programokban a mar
megadott elem-csomoponti tablazat alapjan szoktak eldallitani. A numerikus értékek (13.71)
alapjan szamolhatok. A tehervektor a térfogati er6bdl és a koncentralt erdk vektorabol all. A
fajlagos térfogati erévektor:

a pro®| o | P’ o _|prPo’
— — ,es: = ) = y 1376
[l e =
amivel:
11
Fo =27[[N"q¥r®ddan=[101 0 234 0 234 0 101 0] -10°N, (13.77)
11

11
FQ =27[[N"q®r®Jdédn=[686 0 1004 0 1004 0 686 O] -10° N.
1-1
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A merevségi matrixhoz hasonldan a tehervektorok komponenseit is athelyezziik a csomo-
ponti szamozasnak megfelel6en:

RS [1o1] F@7 [686]
Fe(k;l% 0 Fe(bzz) O

FS | 101 F®| | 686

i =| Co |=| pgp | 10N & EG =] 50 =| 0, [10°N. (13.78)

Fos | | 234 F@ | 10,04
Foa| | O Faa 0

Fii| 234 F@ | 10,04
(Fae] L O] [Fao| [ O

A szerkezeti erdvektor a ketté kombinalasaval adodik:

e Folr Falr Tt pe mm R RR - a7
el el el el

O (13.79)

=[,01 0 101 0 920 0 920 0 1004 0 10,04 0]-10° N.

T_ (] () ()] (6]
Eb - Febl Febz I:eb7 Feb8

A reakcioerot tartalmazo vektor:
Fl=[o F, 0 0 00 00 00 0 O (13.80)
A szerkezeti erévektor:
F=F,+F.. (13.81)
Végiil a szerkezeti egyenlet:

KU=F. (13.82)

A megoldando egyenletrendszer tizenkét egyenletbdl all. A csomoponti elmozdulasokat az
1. és 3-12. egyenletekbdl tudjuk kiszdmitani. A megoldasok:

U, =u, =0,0168-10° m,w, =0,w, =-0,0149-10° m (13.83)
u, =u, =0,0368-10"° m,w, = -0,00365-10° m,w, = -0,0113-10° m,
U = U, =0,0440-10° m,w, =-0,0051-10° m,w, = -0,0098-10° m,

Lathato, hogy az analitikus modellbdl kiszamitott maximalis szogsebesség esetén a belsd
furatnal a végeselem modell szerint még nem érjiik el a 0,02-10° m-es talfedést, azaz a tarcsa
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nem fog meglazulni a tengelyen. Ennek oka, hogy a feladat végeselemes megoldasa 2 darab
linearis elemmel még nagyon pontatlan. A szerkezet deformalt alakjat az eredeti allapothoz
képest a 13.4 abra mutatja. Az elmozdulasokbdl ezutan Osszerakjuk az elemi csomdponti
elmozdulésvektorokat:

Ug=[u, 0 uy w, u, w, u, wl, (13.84)

.
Hezz[us W; Us Wy Ug Wz U, W4]-

A két eldz6 vektornal az eredeti elemorientdcionak megfelelden kell a komponenseket
elhelyezni, hiszen a B matrix is erre vonatkozik Az elemre vonatkozé alakvaltozasi jellemzdk

a B matrix segitségével szamolhatok:

£ :E(l)gel’ £® =By, (13.85)

Végiil a fesziiltségmezd az elemekre:

Q_(l) _ g§(l)a Q(Z) _ g§(2)- (13.86)
A
Z
W6
Y
A
o
W5

13.4 dabra. Forgo tdarcsa végeselem modelljének deformalt alakja.

Az eredményeket a 13.1 és 13.2 tablazatokban foglaltuk Ossze. A tablazatokban a csomoponti
megoldasok szerepelnek. Az elemi megoldasokat a 3-as és 4-es, atfed6é csomopontokban tud-
juk eldallitani, ahol a csomoponti megoldasokat atlagolhatjuk. A 13.2 tablazatbol lathato,
hogy a dinamikai peremfeltételek sériilnek, hiszen az 1-es, 2-€s, 5-0s és 6-0S csomopontokban
a radidlis fesziiltség nem zérus. Ennek oka a durva elemfelosztas és a lineéris interpolécio.
Ellenben a tangencialis fesziiltség esetében a 11.10a abraval 6sszehasonlitva a belso és kiilsé
peremeken egészen jol egyeznek a fesziiltségek. A példat ANSYS 12 szoftverrel ellendriztiik.
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elem csomépont | & [-107] & [-107] & [107] %2 [110°7]
1 0,222 0,840 -0,373 -0,041
1 2 0,222 0,840 -0,373 0,041
3 0,222 0,335 -0,191 -0,041
4 0,222 0,335 -0,191 0,041
3 0,080 0,335 -0,191 -0,016
2 4 0,080 0,335 -0,191 0,016
5 0,080 0,220 -0,118 -0,016
6 0,080 0,220 -0,118 0,016
13.1 tablazat. Forgo tarcsa alakvaltozasi jellemzoi w = 880,5 rad/s esetén.
elem csomépont | oy [MPa] o: [MPa] o; [MPa] 7, [MPa]
1 113,7 208,7 22,1 -3,1
1 2 113,7 208,7 22,1 3,1
3 76,4 93,7 12,9 -3,1
4 76,4 93,7 12,9 3,1
3 38,1 77,3 -3,5 -1,25
5 4 38,1 77,3 -3,563 1,25
5 33,4 54,9 2,97 -1,25
6 33,4 54,9 2,97 1,25

13.2 tablazat. Forgo tarcsaban ébredo fesziiltségek w = 880,5 rad/s esetén.

Abban az esetben, amikor nincs forgas, a szerkezeti csomoponti elmozdulasvektor a kovetke-

76 lesz:

;
U'=[§ 06w, u w, u w, U W U W]

A merevségi matrix valtozatlan, a tehervektor pedig:

EI = [Flr Fl

z FZ r

A megoldasok ekkor:

000O0O0O0GO OO0 O

u =u,=0,02-10°m, w, =0, w, =-0,0049-10° m,

Uy

u, =0,0055-10° m, w, =0,0056-10° m, w, =-0,0020-10° m,

Ug =U, =0,0038-10° m, w, =—0,0022-10° m, w, =-0,0027-10° m.
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A nyugvo6 allapothoz tartoz6 fesziiltségeket a 13.3 tdblazatban adtuk meg. Az analitikus
megoldashoz képest a fesziiltségek elég nagymértékben eltérnek, ami ugyancsak a durva
elemfelosztasnak és a linearis elemtipusnak tulajdonithato.

elem csomopont | oy [MPa] o [MPa] ag; [MPa] 7, [MPa]
1 58,1 236,6 63,9 -2,5
1 2 58,1 236,6 63,9 2,5
3 -34,8 -2,3 -6,7 -2,5
4 -34,8 -2,3 6,7 2,5
3 3,2 13,9 9,6 0,6
5 4 3,2 13,9 9,6 -0,6
5 -4,5 1,4 -3,6 0,6
6 -4.5 14 -3,6 -0,6
13.3 tablazat. A tarcsaban ébredd fesziiltségek w = 0 esetén.
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14. VEKONYFALU HEJAK, LEMEZEK MODELLEZESE.
A VEGESELEM HEJMODELLEK ELMELETENEK BEMUTATASA

14.1. Lemez és héjmodellek

Lemezeknek nevezziik azokat a sik szerkezeteket, amelyeknek vastagsaga 1ényegesen kisebb
a tobbi mérethez képest és a sikjara merdlegesen terhelt. A lemezt peremei mentén tetszéleges
geometriai alakzat hatarolhatja, megtamasztasi viszonyai ugyancsak valtozatosak lehetnek
(pontszerlien alatamasztott, ¢lek mentén mereven vagy rugalmasan aldtamasztott, csuklosan
megfogott sth.) [1]. A lemez a rad kétdimenzios valtozatanak is tekinthetd, hiszen mindkett6-
nél a hajlitasi deformacié a dominans, illetve a transzverzalis terhelés a leggyakoribb. Mind-
emellett jelentds kiillonbségek is vannak, hiszen példaul a rad semleges szala lehet egyenes és
gorbe is, a lemez kozépsikja viszont mindig sik alaku. Ha a lemez kozépfeliilete gorbiilt felii-
let, akkor mar héjrol beszéliink [2]. A kdvetkezOkben nézziik meg a vékony lemezek és héjak
elméletének legfontosabb részleteit.

14.2. A Kirchhoff-féle lemezelmélet alapegyenletei

A Kirchhoff-féle lemezelméletet a vékony lemezek elméletének is szoktak hivni. Megjegyez-
ziik, hogy ha a lemez relative vastag, akkor a nyirasi deformaciobdl adodo plusz deformaciot
is figyelembe lehet venni. Ezt a megoldast lemezekre vonatkozdan a Mindlin-féle lemezelmé-
let targyalja [1].

14.2.1. Az elmozdulasmezd

A 14.1 é4bra alapjan vizsgaljuk meg egy rugalmas lemez egy pontjanak elmozdulasat [2,3]. Az
elmozduldsmezd harom mennyiség segitségével irhatd le: a z tengely mentén torténd transz-
verzalis elmozdulés, valamint az X és y tengelyek kortil torténd forgasok alapjan, azaz:

pz
u=|-oz|, (14.1)
w

ahol a = a(x,y) az x tengely koriili forgas, = A(X,y) az y tengely koriili forgas és w = w(x,y) a
transzverzalis elmozdulas. )
z

w(x,y)TIemez kozépfelllete

14.1 abra. Vékony lemez kozépfeliiletén 1évé pont elmozdulasa.
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14.2.2. Az alakvaltozasi jellemzok

Az alakvaltozési jellemzok kis alakvaltozast feltételezve a 11. fejezetben megadott (11.14)
geometriai egyenlet segitségével fejezhetdk ki [1,4]:

£, =%=ﬂyxz, £y :%z—a’yz, g, =0, (14.2)
_8_u+@_(ﬂ -a,)z —a—u+a—w—,8+w —@+8—W——a+w
Tw Ty Tox Ty T T T Ty T =5 Ty v

ahol az x és y szerinti derivaltakat az egyszertiség érdekében az also indexben jeldltiik. A to-
vabbiakban feltételezziik, hogy a sikok a deformaci6 utén is sikok maradnak és a keresztmet-
szetbdl kifelé mutatd normalis a deformacid utan is merdleges marad az adott keresztmetszet
sikjara, ez az un. Kirchhoff-Love hipotézis [1]. Utobbibol kovetkezik, hogy a lemez kozépfe-
lilletére merdleges sikokban a fajlagos szogvaltozasok zérusok:

Ye=Vyp = O0=p=-W,és a= w,. (14.3)
Ezek felhasznélasaval (14.1)-bdl kapjuk, hogy:

_\N,XZ
u=|-w,-z|. (14.4)

Az alakvaltozasi jellemzok ekkor:

Ex="Wy, 2,8 =-W, 2,7y, =—2W, -Z. (14.5)

y Xy

Ebbdl az is kovetkezik, hogy a kozépfeliileten & = 0. A Kirchhoff-féle lemezelmélet sze-
rint tehat kis alakvaltozas esetén az elmozdulasmez6 és az alakvaltozasi mezé komponensei
egy darab w(x,y) fliggvény segitségével leirhatok.

14.2.3. A fesziiltsegmezo és a kozépfeliilet igénybevételei

Feltételezve, hogy a lemez sikfesziiltségi allapotban van, a (11.18) és (14.5) egyenletekkel
kifejezziik a fesziiltségeket:

zel - 2[gx+vgy)]:_E1(V\l,xx+V'W,yy)'ZzA'z’ (14.6)
-V

E
Oy :m[gy +V‘9x)]:_E1(W,yy VW) 2=B-z,
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. __E
Y20 +v)

Vo =—EQ-v)W, -z=C-z,

ahol E; = E/(1-V/), A, B és C pedig konstansok. A rudak hajlitasahoz hasonloan a fesziiltség-
eloszlasok linearis fliggvények a vastagsag mentén. Ezt mutatja a 14.2 abra.

i

lemez pfeliilste

Gt

14.2 abra. A fesziiltségek eloszlasa vékony lemezbdl kivagott differencidlis elem vastagsaga mentén.

A lemez kozépfeliiletének igénybevételeit a fesziiltségek integralasaval kapjuk meg a kovet-
kezo képletek segitségével [3]:

t/2 t/2
M, = [o,2dz= [Az°dz=—LE (W, +v-w,), (14.7)
—-t/2 —-t/2
t/2 t/2
M, = Io-yzdz= IBzzdz=—I1El(wW+v~wXX),
—-t/2 —-t/2
t/2 t/2
M, == [r,2dz=— [Cz%dz = 1,E,1-v)w,,
—t/2 —t/2
t/2 t/2
M, = Iryxzdz: Iszdz:—IlEl(l—v)W,Xy,
—t/2 —t/2

ahol My az x tengely mentén értelmezett hajlito élnyomaték, My az y tengely mentén értelme-
zett hajlitod élnyomaték, M,y és My, pedig az Gn. csavaro élnyomaték. Tovabba:
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t3

l=—, 14.8
1T 1 (14.8)

a rudakhoz hasonloan a keresztmetszet masodrendii nyomatéka. A kozépfeliilet igénybevéte-
leit mutatja a 14.3a abra. Az igénybevételekbdl szamithato fesziiltségek tehat a (14.6) és
(14.7) képletek alapjan:

o, =—1,0,=—12,T,, = zZ. (14.9)

A lemezelem egyensulyahoz sziikség van a nyiréerdk figyelembevételére is. Ezt mutatja a
14.3b abra. A nyir¢6 élerdk a kdvetkezoképpen szamolhatok [1,3]:

t/2 t/2

Q = [r.0z,Q = [r,dz. (14.10)

-t/2 —t/2

a. b.

\\‘\
-

M, Tox

14.3 abra. Veékony differencialis lemezelem kozépfeliiletének igénybevételei (a) és egyensulya
nyiroerdk és megoszIo teher esetén (b).

14.2.4. Az egyensuly és mozgdsegyenletek

A fesziiltségmezore vonatkoz6 homogén egyensulyi egyenletet a 11. fejezetben mar targyal-
tuk [4]:

c-V=0, (14.11)
amelyet kifejtve az elsé komponensegyenletre kapjuk, hogy:

5
00 O 0w ¢ (14.12)

+—+
x oy o

Az egyenletet egyszer integraljuk z szerint. Ekkor adédik, hogy:
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ji Azdz +j3c:zdz +7,-7°=0, (14.13)
OX oy

majd:

O v A (7oL (R B (14.14)
ox\ 2 oyl 2

végiil:

E(EGXZ]-FE(ETWZJ =70 —7,. (14.15)
ox\ 2 oy\ 2

A (14.15) egyenletet integraljuk —t/2 és t/2 kozott:

t/2 t/2 t/2
a_ax( | axzdz)+%( | rxyzdzj:Z [ —za(2z, (14.16)

-t/2 -t/2 —t/2

ahol 7, integralasi konstans. A 7, fesziiltségre egy, a dinamikai peremfeltételeket teljesitd
megoldas [3]:

2
T, =Ty (1— %J : (14.17)

A (14.17) képlet egy parabola és egy téglalap teriiletének kiilonbségét adja, amely a teljes
teriilet 1/3-a. Tehat, ha ezt kettdvel szorozzuk, akkor matematikailag egyenértékii eredményt
kapunk a parabola alatti teriilettel, azaz a (14.16)-os egyenletbdl:

t/2 t/2
2 [(e) ~7, ()2 = [r,202=Q,, (14.18)
—-t/2 —t/2

ami nem mas, mint az X tengely mentén értelmezett nyirderd (14.10) szerint. Az egyensulyi
egyenletbe visszatéve a (14.6), (14.9) és (14.18) képleteket kapjuk:

oM _al\/lxy
OX oy

~Q, =0. (14.19)

A masodik komponensegyenlet és az abbdl levezethetd egyensulyi egyenlet:

or, Oo, Ot
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aMyx +6My o -
Ox oy o
és:
MXy =—Myx. (14.21)

Végiil (14.11) harmadik komponensegyenletébdl kapjuk a kovetkezot:

or
07y 97 00, 4 (14.22)

OX oy oz

Ezt integraljuk el6szor —t/2 és t/2 kozott z szerint:

t/2 t/2 az. t/2

[ Cedzs [ gz [ i, (14.23)
—t/2 8X -t/2 -t/2 82
és:

a t/2 a t/2 t/2

— [rdz+— [r,dz+ [do, =0, (14.24)
X—t/2 ay—t/Z -t/2

Az els6 két tag a (14.10) alapjan a Qy és Qy nyirderdk, a harmadik pedig a dinamikai pe-
remfeltétel értelmében a lemez kozépfeliiletére meréleges megoszlo erd intenzitasa, p, azaz:

5
QR oy, (14.25)

OX oy

Osszefoglalva az egyensilyi egyenleteket kapjuk a kovetkezdket:
MX,X _Mxy,y _Qx :Ol (1426)

M,,+M,,-Q, =0,

y
Qux +Q%y +p=0.
A lemezegyenlet levezetéséhez atrendezziik az elsé két egyensulyi egyenletet:

(14.27)
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Ezeket visszatéve a (14.26) harmadik egyenletébe kapjuk a kovetkezo egyenletet:
Miw—2My,, +M, +p=0. (14.28)
Felhasznalva a (14.7) képleteket a kovetkezot irhatjuk:
—LE W +V W + W VW + 20— v)W ) =—P, (14.29)

amit atrendezve €s 0sszevonva a kdvetkez6 formara hozhatunk [5]:

o'w _ o'w o'w p

+2 + = , 14.30
ox* ox’y? oyt LE ( )
vagy:

V2V2W(x, y) = . (14.31)
IlEl

Tehat a vékony lemezek hajlitasara vonatkozd egyenlet egy negyedrendii parcialis diffe-
rencidlegyenlet, amelyhez kinematikai és dinamikai peremfeltételek is tartoznak, azaz egy
peremérték-feladatrol van szo.

14.3.  Vékony lemezek végeselemes megoldasanak egyenletei

A vékony lemezek hajlitasi feladatdnak végeselemes megoldasahoz az alakvaltozasi és fe-
sziiltségmezd komponenseit is vektorba foglaljuk, ahol sikfesziiltségi allapotot feltételeziink
[1,6]:

e =[e8, 74 ) (14.32)
o' Z[O'X,O'y,’[xy].

Az alakvaltozasi jellemzOket irhatjuk a kovetkezéképpen (14.5) alapjan:
& =-1xk, (14.33)

ahol x a gorbiileteket tartalmazo vektor:

Kx W,xx
K=Kk, |=| W, | (14.34)
Ky 2w,
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Az anyagtorvényt felhasznalva a fesziiltségek vektora:

c=C"¢. (14.35)

Az alakvaltozasi jellemzOk egy kétvaltozos w(x,y) fiiggvénybdl szamolhatok, a w(X,y)
fliggvény végeselemes kozelitése az elemtipustol és a valasztott csomdponti szabadsagi fo-
koktol fiigg, de mindig felirhat6 a kdvetkez alakban:

w(x,y)=A"2, (14.36)

ahol A az ismeretlen egyiitthatok, A pedig a bazispolinomok vektora. A csoméponti elmozdu-
lasok vektora:

u, =MA, (14.37)

amely pl. egy hdrom csomodpontos hdromszdgelem esetén:
U =w, & B W, a, B, W, a, B] (14.38)

A (14.37) képletben az M matrix a kozelité w(x,y) fiiggvény és (14.1) alapjan szamolhato.

Az g és [ paraméterek az X és y tengely koriili forgasok az egyes csomoépontokban, ahol
i=1,2,3. A(14.37) képletbdl:

A=M"u,. (14.39)

Az alakvaltozasi jellemzdk vektora altalanosan az alakvaltozas-elmozdulds matrix segitsé-
gével irhato fel:

£ =Bu,, (14.40)

ahol a (14.5), (14.37) és (14.39) segitségével (14.40) a kdvetkezdképpen is irhato:

e=RA=RM™u,, (14.41)

. He

ahol az R matrix az alakvaltozasi jellemzdk és az ismeretlen egyiitthatok vektorai kozotti

kapcsolatot adja meg, ennek mérete elemfiiggs. Igy:

B=RM ™. (14.42)

Az elem merevségi matrix (12.9)-ben leirt definicidja szerint:
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K.=]

Ve

oo

"c' BV . (14.43)

A merevségi matrix mérete a csomopontok szamatol és azok szabadsagi fokainak szama-
tol fligg. Az erévektor hasonldan a sikmembran elemekhez tobb tagbodl tevddik dssze. A leg-
gyakoribb a megoszlo (feliileti) erd és a koncentralt terhelés. A megoszld erdbdl szarmazo
tehervektor szamitasa a kiils6 eré munk4jabol lehetséges:

W, = f p-w(x,y)dA=u F,, (14.44)

Ape

ahol p a lemez feliiletére meréleges megoszlo erd intenzitasa, w(x,y) pedig a deformacios felii-
let kozelité fiiggvénye (14.36) szerint. Az Fep vektor a csomoponti elmozduldsok vektora
alapjan hatarozhatd6 meg. Koncentralt terhelések esetén pl. egy harom csomdpontos harom-
sz0g alakd lemezelemnél minden csomopontban miikodhet a feliiletre merdleges erd, illetve
az x és 'y tengelyek iranyaba es6 koncentralt nyomaték:

El—c = [le M x1 M yl FZZ M x2 M y2 Fzs M X3 M y3 ] . (1445)
A tehervektor tehat:
Fe=Fq+E.. (14.46)

Végiil a végeselemes egyensulyi egyenlet egyetlen elemre, valamint az egész szerkezetre:

K. =F. . KU=F. (14.47)

A sikmembran elemekhez hasonldan a hajlitott lemezeknél is tobbféle elemtipus 1étezik.
Ezeket a 15. fejezetben targyaljuk.

14.4. A technikai héjelmélet alapegyenletei

Abban az esetben, ha a vékonyfalu szerkezet kozépfeliilete nem sik, hanem gorbiilt, akkor
héjrol beszéliink. A héjak analitikus vizsgalata meglehetdsen bonyolult matematikai szamita-
sokat igényel, ezért a kovetkezOkben csak a legfontosabb Osszefiiggéseket mutatjuk be.

14.4.1. Geometriai dsszefiiggések

Mivel a héjak kozépfeliilete gorbiilt, ezért a héjak vizsgalatahoz sziikség van a gorbevonalu
koordinatarendszerek alkalmazasara is, amit a 14.4 abra is szemléltet.
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14.4 abra. Héj kozépfeliiletének gérbevonalii koordinata-vonalai és bazis-egységvektorai.

A h¢j kozépfeliiletének kétparaméteres vektoregyenlete felirhatd a kovetkezéképpen [1,4]:

R=R(q;,9,), (14.48)
ahol:
X =X(q,,0,), Y =Y(9,,9,), Z=2(q,,0,), (14.49)

a globalis koordinatak, R a feliilet egy pontjanak helyvektora, g; és gz pedig a feliilet altala-
nos, vagy gorbevonalu koordinatai (Id. 14.4 abra). A feliileten 1év6 g; = allando és gz = allan-
do gorbék a q; és gz koordinatavonalak. A koordinatavonalak e; érint6 egységvektorai és a dS;
ivhosszelemek:

e :ia—B:iBi, dS, = H,dq,, (14.50)
Hi qi Hi

ahol:

H, =[R;[,i=1,2, (14.51)

az un. Lamé-egyiitthatok [1] vagy metrikus egyiitthatok [4]. A kovetkezOkben feltételezziik,
hogy a feliileti koordindtavonalak derékszogli halozatot alkotnak, azaz ei-e; = 0. A feliilet
normalis egységvektora ekkor:

n=e, xe,. (14.52)

Az [e1, €2, N] vektorharmas a P pontban egy lokalis gérbevonala ortogonalis koordinata-
rendszert hatdroz meg. A koordinatavonalak gorbiiletét és torzidjat a Frenet-képletek adjak
meg [1,7]:
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2 2
i:_n.a%Z_D.iza§:_i2n.3“’i:1’2' (1453)
RI aS| Hi 8ql Hi ’
1 o’R 1

=—N-: —=-N-
R, 8505, — H,H,

B,lZ’

ahol Ry és R, a gorbiileti sugarak. Ha Ry, = 0, akkor a q; és ¢, vonalak a kozépfeliilet f6gorbii-
leti vonalai, valamint az e; és e, egységvektorok iranyai fogorbiileti iranyok. A feliilet gorbii-
lete tenzormennyiség. Ha az e;’ és €2’ nem fogorbiileti iranyok, akkor a fégorbiileti iranyt
megado szdg a kovetkezOképpen szamolhato:

tg2q = — 2P (14.54)
1/R, +1/R,
A foégorbiiletek értékei pedig [1,7]:
2 H H

izcos'a+3|n'a+5|nl2a' (14.55)
Rl Rl RZ RlZ

1 sina cos’a sin2a 1
R N N R ==

RZ Rl RZ R12 RlZ

A tovabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor az e; és e, egységvektorok irdnyai a f6-
gorbiileti irdnyokba mutatnak. A feliileti koordinata-rendszer bazisvektorainak derivaltjai
[1,4]:

Hi'j Hi iji HJ - - - .
g SR M e T g =12 (14.56)

i i i

A kozépfeliilettel parhuzamos feliilet P~ pontja az n normélis mentén z tivolsagra van a P
ponttol. A P pont helyvektora a 14.4 abra alapjan:

R =R+zn. (14.57)
A bazis egységvektorok a z koordinatatdl fliggetlenek, azaz:

e =¢e. (14.58)
A P* pont helyvektoranak derivaltja felirhaté a kovetkez6képpen:

Ry =R, +2n, =H, 1+ e (14.59)
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Legyen:

H = Hi(1+Ri) és dS” = dS, (L+ Ri), i=1,2 (14.60)

melyek a P* ponthoz tartozé6 Lamé-egytitthatok és ivhosszak.
14.4.2. Elerék és élnyomatékok, egyensiilyi egyenletek

A 14.5 abra egy differencialis héjelem hatarolo sikjain ébredo fesziiltségeket a 14.6 abra pedig
egy dS;xdS; méreti feliileten miikodo élerdket és élnyomatékokat mutatja.

14.5 abra. Differencialis héjelem sikjain ébredo fesziiltségkomponensek.

hé] kézépfelliete T n
Z

14.6 abra. Differencialis héjelem kozépfeliiletének igénybevételei.

A t vastagsagu differencialis héjelemre mukodo fesziiltségkomponensek és a kozépfeliilet
igénybevételei kozotti kapesolat felirasakor figyelembe kell venni a dS; és dS; ivhosszak ko-
zotti (14.60) altal megadott kapcsolatot is. Az e; normalisu vonalra miik6do élerdk és
¢Inyomatékok:
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t/2 t/2 t/2

z z z
Ny, = '[ 0-11(1+R_)d21 Ny, = '[ 2'12(1+E)d2¢ Ny, QlZ_J- 713(1+R—)d2,
-t/2 2 -t/2 2 -t/2 2
t/2 5 t/2 ;
My = [ ouz@+2)dz, My, = [ 7,21+ =)dz = My, (14.61)
—t/2 R2 —t/2 RZ

ahol Ni; a sikbeli normal élerd, N1z és Nap a sikbeli nyird élerdk, Qi a transzverzalis iranya
nyird élerd, My; a hajlitd élnyomaték, M1, és My pedig a csavard élnyomatékok. Figyelembe
kell venni azt is, hogy bar a dualitds miatt 7o = m a fenti képletekben
Ni2 # N21 és M1z # Mai, mivel a gorbiileti sugarak altalaban nem egyenldk, azaz R; # Ry, A
héjszerkezetre hatd kiilsé terhelések és a belsd erdk kozotti kapcsolatot leird egyensulyi
egyenletek levezetése szintén nagyon bonyolult, ezért csak a végeredményt kozoljik. Az

egyensulyi egyenlet az élerdk esetén [1,7]:

(H2N11),1 + (H1N21),2 +Np,H;, =NyHy, - H1H2(%+ p,)=0, (14.62)

1

(H2N12),1 + (H1N22),2 + N21H2,1 - N11H1,2 - Hle(% + pz) = 0,

2

N11 h_ _
(H2Q1),1+(H1Q2),2+H1H2(E+ R ps) 0,

2
ahol p; és p; az 1-es és 2-es iranyokban értelmezett tangencialisan megoszlo erdk, ps pedig a
héj kozépfeliiletére merdlegesen megoszlod erd. Az egyensulyi egyenletek az élnyomatékok

esetén:

(H2M12),1 + (H1M22),2 + M21H2,1 - M11H1,2 - H1H2Q2 =0, (14-63)
(Hlel),l + (H1M21),2 + M12H1,2 - M22H2,1 + HlHZQl =0,

M, _ M,
R, R,

+ Ny, =N, =0, (14.64)

ahol az als6 indexben 1év6 vessz6 utani szdm a megfeleld koordinata szerinti derivalast jelen-
ti.

14.4.3. Elmozdulasmezo, alakvaltozasi jellemzok

A h¢j kozépfeliiletén egy P pont elmozdulés és elforduldsvektora a 14.7 dbra alapjan a kovet-
kez6 formaban irhat6 fel:

u=ue, +Vve, +wn, é :ﬂlgl _ﬁzgz +:33£‘- (14.65)
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Tn
Z+

héj kdzépfeluletének

egy pontja
w
€, % / \ e,
& N

14.7 abra. Vekonyfalu héj kozépfeliiletén levo pont elmozdulasa.

Egy kozépfeliileten kiviili P~ pontban az u vektor komponensei a héjelmélet kinematikai hipo-
tézise szerint [1,7]:

U =u+pBz,V =v+B,2, W =w, (14.66)

azaz a kozépfeliiletre merdleges anyagi vonal az alakvaltozas soran egyenes marad. A kozép-
feliilet alakvaltozasat €s gorbiiletvaltozasat leird képletek [1,7]:

H
£, =iu1+ L2 v+iw, (14.67)
Hl ’ H1H2 I:al

1 H,,
£y =—V, u+-—w,
H, H,H, R,
H,( u H,[ v
o=l Tl o |
H2 Hl 2 Hl H2 1
1 H
Ky Hlﬁl,l"‘H:_lz B
= ﬁ Has —= B,
“H, 72 TR,

2K12 = i[ﬂj (&] (_ - _]ﬂS'
Ho\H; ), H\H ) (R, R

ahol & és & a q1 és gz koordinatavonalak mentén értelmezett fajlagos nyulasok, yi, az e; és e
bazisvektorok kozotti derékszog fajlagos megvaltozasa a deformacio soran, ki1 és k» a Qp €s
g2 paraméterek iranyaba értelmezett gorbiiletek, xi, pedig a keresztiranyt gorbiilet. A norma-
lis és az ey, €, iranyok fajlagos szogvaltozasai pedig [1,7]:
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u 1 Vv 1
}/13 = _El—{_H_lW’l +ﬂl’ Yoz = _R_2+H_2W'2 +132 . (1468)

Tételezziik fel, hogy az alakvaltozas soran a kozépfeliiletre merdleges anyagi vonal mero-
leges marad a gorbiilt kozépfeliiletre, azaz a (14.68)-ben adott fajlagos szogvaltozasok zéru-
sok. A héjelmélet kinematikai hipotézisét és az el6z6 hipotézist egyiitt Kirchhoff-Love hipo-
tézisnek hivjuk. Ekkor:

u 1 v 1
=———w,, =———W,,. 14.69
et T (14.69)

Masképpen fogalmazva, a nyirdfesziiltségekbdl adodo plusz deforméciot (hasonldan a
vékony lemezek Kirchhoff-féle elméletéhez) nem vessziik figyelembe. A z-tengely korili
szdgelfordulas felirhaté a kovetkezo képlettel [1,7]:

1
183 = 2H1H2 [(sz),l _(Hlu),z]- (14-70)

A legtobb esetben azonban a szdgelfordulas érteke elhanyagolhatoan kicsi, igy ezt a for-
gast altalaban nem vessziik figyelembe.

14.4.4. Kozelitések a technikai héjelmélet keretein beliil

A héj vékonynak tekinthetd, ha a vastagsaga (1) kicsi a kisebbik fogorbiileti sugarhoz képest,
azaz [1]:

£ 1. (14.71)

2

Emiatt a Lamé-egyiitthatok és az ivhosszak értéke kozel azonos a kdzépfeliileten és azon
kiviil, azaz:

H =H, és: dS =dS,, i=1,2 (14.72)

Ennek megfelelden a (14.61) képletek is egyszertisodnek:

t/2 t/2 t/2
Nyy= [oudz, Ny = [rdz2=N,,, Q =— [0z, (14.73)
—t/2 —t/2 -t/2
t/2 t/2
M, = Iaﬂzdz, M,, = Irlzzdz=M21.
-t/2 -t/2
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Lathato, hogy ekkor a nyir6 ¢€lerdk és a csavard élnyomatékok értéke azonos, ami sérti a
(14.64) képlettel megadott egyensulyi egyenletet. Ezt a kozelitést technikai héjelmélet kerete-
in beliil megengedjiik.

145. Héjak végeselemes modellezésének fobb lépései

A héjak végeselemes diszkretizacidja sordn - hasonldan a sik- és lemezfeladatokhoz — a geo-
metria és az elmozdulasmezd interpolacidjabol indulunk ki [1,7]. A héj kozépfeliiletének egy
pontjaban az elmozdulas- €s elforduldsvektor a kovetkezéképpen irhato fel:

u' =fu v w, (14.74)

ET:[ﬂl B, ﬂs]

A két vektor komponensei nem fiiggetlenek egymastol. A (14.67) képletbdl szamitjuk ki a
kozépfeliilet alak- és gorbiiletvaltozasait:

T

& =[811 Exp 2712], (14.75)
ETZ[K'M K,y 21(12].

Az élerdket és élnyomatékokat is vektorokba foglaljuk:
N' =[N, N, Ny, (14.76)
M'=[M,;, M,, M,].

A transzverzalis iranyt Q;, Q, nyiréerdket nem vessziik figyelembe a deformacio szamita-
sdnal. Végiil felirjuk a feliileti terhelés és a kiils6 terhelések vektorait:

p' =[p, P Bl (14.77)

PL:[Ml M, O]’

ahol p a héj kozépfeliiletéhez, azaz a q; és gy koordinatahoz képest érintd iranyt, valamint a
héj kozépfeliiletére meréleges megoszld erdket tartalmazza, pn és pwm pedig a csomodpontok-
ban miikddd koncentralt erdket és nyomatékokat tartalmazza. A teljes potencidlis energia a
(14.75)-(14.77)-es képletekben megadott vektorok segitségével a kovetkezOképpen irhato fel:

I, =%j(§TN+5T M)H,H,dg,dg, - [u’ pH,H,dg,da, - [" p, + 5" p,,)dS - (14.78)
A A S
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Feltételezziik, hogy a vékony héj anyaga homogén, izotrop és linearisan rugalmas. Ekkor
az ¢élerdk és élnyomatékok vektorai a kovetkezéképpen szamolhatok:

3
£, Mzt—c%, (14.79)

N =tC" K
- == 12=

ahol szintén sikfesziiltségi allapotot feltételezve a konstitutiv matrix:

. 1 v 0
Csf: 1% 1 0 . (1480)
= 1-v? 0 0 1-v
2

Ezzel tehat azt kapjuk (14.78)-ra, hogy:

2

A (14.81)
_J-QT _pH1H2dQ1dQ2 _I(HT Py +£T P )ds,
A 5

Az elem merevségi matrix €s az elem csomoponti terhelésvektor bevezetésével juthatunk
ela

(14.82)

kifejezéshez, amibdl az elemre vonatkozo végeselemes egyenlet ((14.47) elsé egyenlete) ve-
zethetd le. Az elemekre vonatkozo potencialis energiakat ezutan 6sszegezziik:

H:ZHEZ%QT KU-U'F, (14.83)

¢és végiil a minimum-elv alkalmazasaval a szerkezeti egyenstlyi egyenlethez jutunk:
KU =F. (14.84)

A héjak végeselemes modellezéséhez igen sokféle elemtipus all rendelkezésre. Elérhetdk a
sikhéj elemek, amelyek leginkdbb siirlibb elemfelosztas esetén adnak pontosabb eredményt,
de megtalalhatok az egyszeresen (pl: korhengerhéj-elem) és kétszeresen gorbiilt elemtipusok
IS, amelyek mind a geometriat, mind az elmozdulasmez6t pontosabban kozelitik azonos elem-
szam esetén. A kiilonféle lemez és héjelem tipusokat a 15.-17. fejezetekben targyaljuk.
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15. SIKBELI ES SIKRA MEROLEGES TERHELESU, SiKBELI
VEKONYFALU HEJAK MODELLEZESE VEGESELEM-
MODSZEREN ALAPULO PROGRAMRENDSZEREK
SEGITSEGEVEL

15.1.  Hajlitott lemezelemek

A sik lemezelemeket lemez alaku szerkezetekben kialakuld belsd erdk, igénybevételek vizs-
galatara hasznaljuk. A lemezelem a rudelem kiterjesztése olyan modon, hogy a hajlitas, nyi-
rads, csavaras egymasra merdlegesen két sikban €s egyszerre, egymasra valo kolcsénhatés so-
ran kovetkezik be. A lemezek modellezésére — a sikmembran feladatokhoz hasonloéan — elér-
heték a haromszog ¢és négyszog alaka elemek. Az altalanos haromszog alaka elemek jobban
hasznalhatok olyan esetekben, amikor a szerkezet szabalytalan, vagy haromszog, illetve ahhoz
hasonl6 alaku. Ebben a fejezetben elsésorban a sikra merdleges terhelésti lemezelemeket te-
kintjiik 4t. Abban az esetben, amikor a lemez sikbeli és sikra merdleges terhelési is, akkor a
sikmembran és a hajlitott lemezelemek kombinalasaval tudjuk a feladatot megoldani. Lathat-
tuk a (14.3) képlet alapjan, hogy a nyirderék elhanyagolasa miatt a lemez egy pontjaban a
szogelfordulasokat a

B=-W,¢é a=w, (15.1)

Osszefliggésekbdl tudjuk kiszamitani. A hajlitasi deformdaciot leird gorbiiletek pedig:
,8s e=—-1"K. (15.2)

Vékony lemezeknél sikfesziiltségi allapotot szoktunk feltételezni, azaz:
&' :[gx,gy,yxy]. (15.3)

A Kirchhoff-féle lemezelmélet bemutatasa soran lathattuk, hogy a deformacios feliiletet
egy kétvaltozos w(x,y) fliggvény irja le, ezzel mind a gorbiiletek, mind az alakvaltozasi jel-
lemz6k kiszamolhatok. A lemezfeladatok soran ezt a w(X,y) fiiggvényt kell interpolacios poli-
nomokkal eléallitani, majd pedig ennek segitségével fel kell épiteni az elem merevségi matri-
xat és a tehervektort. A kovetkezokben nézzlink meg néhany hajlitott lemez-elemtipust.

15.2.  Haromszog alaki sik lemezelem vagy Tocher-féle haromszogelem

A lemez alakt szerkezetek végeselem diszkretizacidja soran a lemez sikjara merdleges el-
mozdulast mind x, mind pedig y szerint harmadfok( polinommal kozelitjik [1,2]:

© Szekrényes Andras, BME www.tankonyvtar.hu




268 Végeselem-mdodszer

WX, Y) =a, +a,X+a,Y +a,X> +a,xy +a Yy’ +a,x> +a,(xX’y +xy’) +a,y°. (15.4)

Ez a megkozelités egyike volt az elsd haromszogalak végeselemeknek, amelyet eldszor
Tocher publikalt [1]. Az elemet a 15.1 abra mutatja. A deformacios feliilet vektor formaban:

w(x,y)=A"4, (15.5)
ahol A az ismeretlen egyiitthatok, A pedig a bazispolinomok vektora:

A =[a, a, a, a, a, a, a, a, a,], (15.6)

3

Cy+x2) y?].

A= ox oy % xy oy ox

15.1 abra. A Tocher-féle kilenc szabadsagi foku haromszég alaki lemezelem.

Az ismeretlen egyiitthatok a csomodponti feltételek alapjan szamolhatok ki, azaz az adott
elmozdulésfiiggvénynek az egyes csomopontokban vissza kell adni a csomoponti elmozdulas-
értéket. Emiatt a (15.4) képletben mindig csak annyi tagot tudunk figyelembe venni, ahany
csomoponti szabadsagfokunk van. A Tocher-féle haromszogelem esetén az x2y és Xy2 tagokat
Osszevonjuk. Az A vektorban jelenleg kilenc ismeretlen egyiitthaté van. Az elemre vonatkozo
csomoponti szabadsadgfokok vektora a 15.1 ébra alapjan:

HZ:[Wl a bW, a, B, W, a ﬁs]' (15.7)

ahol w; a lemez feliiletére merdleges elmozdulas, ¢; és £ pedig az x és y tengelyek koriili for-
gasok. A Tocher-féle lemezelem tehat kilenc szabadséagi foku. Az egylitthatok meghataroza-
sahoz sziikséges csomodponti feltételek [1,2]:
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oW ow
W(X,,Y,) = Wl’E(XM Y1) = al'_&(xb Y.) =5, (15.8)

W(Xz,y2)=W2, %(szyz):azl _%N(bez):ﬁz’

ow ow
W(X3, Y3) = Ws, E(Xw Y3) =g, _&(Xs’ys) = fs.

Az egylitthatok szamitasahoz, valamint az alakvaltozasi jellemzékhoz sziikség van tehat a
w(X,y) figgvény X €s Yy szerinti derivaltjaira, azaz (15.4) alapjan irhatjuk:

Z—\)’(V=a1+2a3x+a4y+3a6x2+a7(2xy+ y?), (15.9)
oW 2 2
E:a2 +a,X+2ay+a,(x° +2xy)+3a,y°,
2
2—‘2’ =2a, +6a,x+2a,y,
X
2
gy\gv =2a, +2a,X+6a,y,
o*w

=a, +2a,(X+Y).
Ezeket beirva (15.7)-ba, a kapott egyenletrendszer matrix alakban a kdvetkezOképpen ir-

hato [1]:

u, =MA, (15.10)
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2 2 3 2 2 3]
X0 Y X XY Yr X (Y tXY) Y,

0 1 0 Xq 2y, 0 (X12 +2X, Y1) 3y12
-1 0 -2x, -V, 0 _3X12 _(2X1y1+y12) 0

X, Yoo X %Y, Vs X (GY,+%Y;) Vi
0 1 0 X, 2y, O (X5 +2x,Y,) 35 |. (15.11)
-1 0 -2x, -y, 0 =3x] —(2xy,+y;) O

X; Y3 o Xao XYs Vi Xs o (XIVi+Xyi) i
0 1 0 X, 2V, 0 (X2 +2xX,y,)  3y]
-1 0 -2x -y, 0 =3x; —(2xy;+y;) O |

I=
Il
O O b O O Pk O O Bk

Az interpolacios polinom egyiitthatoi a (15.10) egyenletrendszer megoldasaval adodnak:

A=M"u,. (15.12)

Az egyiitthatokra nagyon bonyolult képletek adodnak, ezért azokat itt nem kozoljik. Az
alakvaltozasi jellemzdk vektora (14.5) és (15.5) alapjan:

8)( W,XX
e=l¢g, |=-7] w, |=RA, (15.13)
Yy 2'W,xy
ahol azgmétrix:
0 00 2 0 0 6x 2y 0
5:_2' 0 00OO0O0O0TO2 O 2X 6y |. (15.14)
0 000 20 0 4x+y) O

Behelyettesitve a (15.12) képletet (15.13)-ba jutunk el a B alakvaltozas-elmozdulas mat-
rixhoz:

¢=RA=RM "u, =Bu,. (15.15)

Figyelembe véve, hogy a vékony lemezekre sikfesziiltségi allapotot feltételeztiink, irhat-

juk, hogy:

c=C"¢, c=C"Bu,, (15.16)

ahol a C ¥ matrix sikfesziiltségi allapotra vonatkozik. Az elem merevségi matrix definicioja
(14.43) szerint:
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A (15.15) felhasznalasaval a kdvetkez6hoz jutunk:

5 _ (M—l)-l— I{TBTQS” de}dA(ﬂl) .

A, \-t/2

A fenti kifejezésben a kdzépso tag [1]:

000 0 0 0 0
000 0 0 0 0
000 0 0 0 0
000 4 0 4y 12x

fllElo 00 0 2(1-v) 0 0

A 000 4y 0 4 12
0 00 12x 0 12w 36x2
0 0 0 4(w+y) 4A-v)(x+y) 4(x+wy) 12x(w»+Y)
0 0 0 12wy 0 12y 361xy

0
0
0
4(x+Y)
41-v)(x+Yy)
4(x+wy)
12x(vx +y)
{@2-8v)(x+Yy)* +
-8(1-v)xy}
12y(x+wy)

(15.17)

(15.18)

0
0
0

12wy
0
12y
361xy
12y(x +wy)

36y?

(15.19)

ahol Iy = t¥/12 és E; = E/(1-17). A merevségi matrix kiszdmitasdhoz sziikség van az M mitrix

inverzére. Mivel ez nagyon bonyolult, itt nem foglalkozunk vele. A (15.19) képletben a méat-
rix komponenseinek feliileti integraljahoz felhasznalhatok a kovetkez6 osszefliggések [1]:

J.dA: IIdXdy =A = %[(X2y3 —XgY2) + (XgY1 =X Y3) + (XY, =X Yol (15.20)
A

J'di:”xdxdy :%(xl + X, +X3),
A

A[ydA=Uydxdy=%(yl+y2 v,

.[deA: ”xzdxdy = %(xl2 X3 4 X2+ X Xy + XpXg + X X,),
A

J.ysz:J.J.ydedy :%(yf + yg + y32 +Y1Yo + Yo Ys +YsYi),
A
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IXydA = Ijxdedy = %(yl(le + X, +X5) + Y, (X +2X, + X3) + Y5 (X + X, +2X3),
A

IxzydA: ”xzydxdy :%(y1(3x12 X5+ X5+ 2% (X, + Xg) + X, Xg) +

A

+ Y, (6 + 3% + X5+ 2% (% + X)X X) + Y5 (X + X + 3% + 2%, (X + X,) + X, X,)),

[xy*dA= [ [xy*dxdy = %(&(33/5 Y3 VS 29,V + Vo) + Yo Ya) +
A

+ X (Y7 +3Y5 + Y5 +2Y,(Yy + Vo) + Vi¥a) + X (Y7 + Y5 +3Y5 +2Y5(Y; + Vo) + ViY2)),

J.xsdA = ”dexdy = %(xl3 XS 4 XZ A+ XX A XX, + XoXE A+ XX+ XX A XXy + X X XKs)
A

[y*dAa= [ [xCdxdy = %(yf FYE Y YYE VYo +YoYE + VEYa + ViYE + VDY ViYaYa),
A

ahol A. a haromszog teriilete, X; és Y;, i = 1, 2, 3 pedig a csomopontok koordinatai. Az erévek-
tor altalaban két tagbol all. A megoszld erdbdl szarmazd tehervektor szamitasa a kiilsé erd
munkdjabol lehetséges:

W, = [ pw(x,y)dA=ulF,,. (15.21)

Ape

AZ Fep tag szamitasa elég bonyolult, mivel azM matrix inverze, illetve a feliileti integra-

lok egyszerlsitése is sziikséges hozza. A koncentralt er6k, nyomatékok a szabadsagi fokoknak
megfelelden irhatok egy vektorba:

Ezc:[le My, M F. M, M F: Mg My3]’ (15.22)

yl y2 z

ahol F; a feliiletre merdleges koncentralt erd, My; és My; pedig az x és y iranyu koncentralt
nyomatékok. A kovetkezOkben egy példat mutatunk be.

15.3.  Kidolgozott példa a Tocher-féle haromszog alaki lemezelem alkalmazasara

Szamitsuk ki a 15.2 abran lathat6 befogott lemez elmozdulasat ¢s reakcioit [1]!
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z4 Y

15.2 abra. Haromszog alaku befogott lemez koncentralt erével terhelve.

Adatok:
E=200GPa, v=0,3,t=5mm, F=1kN, a=200 mm, b =75 mm.

A csomoponti koordinatak:

csomopont | X y

1 0 -b/2
2 a 0

3 0 b/2

A kovetkezOkben a méreteket [mm]-ben, az erét pedig [N]-ban szamoljuk. A kinematikai
kényszerek (befogds) miatt a csomoponti elmozduldsok vektora a kovetkezo lesz:

ul=0 00w a g 0 0 0 (15.23)

A merevségi matrix szamitasahoz sziikséges a konstitutiv matrix, amely numerikusan:

o |Lv 0| [21078 6593 O
C=C'=—3|v 1 0 |=|6593 21978 0 |GPa. (15.24)
= = 1-v 1-v

00 == 0 0 7692

Az M matrixot a csomoponti koordinatak alapjan tudjuk kiszdmitani (15.11) felhasznala-

saval:

© Szekrényes Andras, BME www.tankonyvtar.hu




274 Végeselem-mdodszer
1 0 -75 0 0 5625 0 0  —421875]
00 1 0 0 -15 O 0 16875
0 -1 0 0 75 0 0 -5625 0
1 200 0 40000 O O 8000000 O 0
M=0 0 1 0 20 0 0 40000 O (15.25)
0 -1 0 -400 0 0 —120000 0 0
1 0 75 0 0 5625 0 0 421875
o0 1 0 0 150 0 0 16875
0 -1 0 0 -75 0 0 -5625 0 |

Az M matrix determindnsa —4,86-1012, azaz a matrix nem szingularis, 1étezik inverze. A

merevsegi matrixhoz sziikseges R matrixot (1d. (15.14) képlet) elballitva és a feliileti integra-

lokat kiszamitva kapjuk:

t/2
K,=MY'| { [RTc” de}dAM) -
A, \-t/2
(6291 305599 -15383,6 -80,5 16472,0 —7887,6 —548,7
3731523,2 2367410 —70559 -392240,8 -3045051 -235039
2433109,2 107315 —7728511 765510,5 4652,2
257,6 4829,2 17170,3 -1771
= 17169491 697545 —213011
17170329 —9282,7
725,71

413017 71740
7154997 13434224
~ 9665732 -1052328,6
94705 23609,
1508270,3  1668927,7
3303822  951522,4
-507722  -307833
46817788 25212928
48226468 |

(15.26)

A merevségi matrix mindig szimmetrikus, ezért csak az egymastol fiiggetlen tagokat tiin-

tettiik fel benne. Az erévektor a koncentralt erdk alapjan:

El—c:[le Mxl Myl -F 00 FzS Mx3 MyB]'

(15.27)

A kondenzalt merevségi matrix és a csomoponti elmozdulasok szamitdsahoz sziikséges

egyenlet a kovetkez0 lesz:

257,6 4869,2 171703 | w, —1000
4829,2 17169491 697545 |«a, |(=| O
17170,3 697545 17170330 | 5, 0

A csomdponti megoldasok:

W, =—131764 mm, &r, = 0,03176 rad , 3, = 0130477 rad .
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Lathato, hogy bar a geometria és a terhelés is szimmetrikus az X tengelyre nézve, mégsem
szimmetrikusan deformalodik a haromszogelem. A csomoponti elmozdulasokat az eredeti
egyenletbe visszatéve szamitjuk ki a reakciokat:

F, =5545N, M,, =40784,5 Nmm, M, =-66068,6 Nmm, (15.30)

Az alakvaltozasi jellemzOk és a fesziiltségek vektora (15.15) alapjan:

g, 5,824-10%z +4,764-10"2x—1,5879-10 °zy

e=| e, [=RMu, = ~1,5879-10 °zx , (15.31)
Vs ~7,9399-107" z(4x + 4y)
o, 128,02 +2,0-10*°2x—0,349zy

oc=|o,|=C"e=| 3842-031762x—01047zy
—0,061072(4x + 4y)

A fenti képletekbe [mm]-ben behelyettesitve a koordinatakat, barmelyik pontban szamol-
hatok az alakvéltozasi jellemzok és a fesziiltségek. A fenti példat egy Matlab szoftverben
megirt végeselem program segitségével ellendriztiik [3] és azonos eredményeket kaptunk. A
Tocher-féle lemezelem altalaban nem kielégitd pontossagu, és az eredmények konvergenciaja
is rossz. Ennek kikiiszobolésére fejlesztették ki az un. redukalt haromszdgelemet, amelynél
terliletkoordinatakat vezettek be [4]. A Tocher-féle kilenc szabadsagi foku haromszdogelem
mellett tobb mas elemtipus is 1étezik, pl: Adini, vagy Cowper-féle hdromszogelem, Adini-
Clough-Melosh-féle, Bogner-Fox-Scmit-féle négyszogelem, stb [1]. A kovetkezokben néz-
zlink meg néhany téglalap alakt lemezelemet is.

15.4. Inkompatibilis téglalap alaku lemezelem

A 15.3 abran az egyik legelsd téglalap alakt elemtipus lathaté egy globalis, lokalis és termé-
szetes koordinatarendszerben.
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JlY b-
4 3l 1
b
1 2l 4,
X
ot »
G
4 8 »
1
1 2| |

15.3 abra. Téglalap alaku inkompatibilis lemezelem globalis (a), lokdlis (b) és természetes (c)
koordinadta-rendszerben.

A lokalis dimenziotlan & és 77 koordinatak:
=X oY e de=tax, dy=tay. (15.32)
a b a b

Sziikség lesz az alabbi differencidlhanyadosokra is:

d_1d d_1d (15.33)
dx ad&' dy bdp '

A 15.3b éabra szerinti lokalis X-y koordinata-rendszerben minden csomdpontban harom
szabadsagi fokot vesziink figyelembe, ezek a w elmozdulés a lemezelem sikjara merdlegesen,
valamint az x és y tengelyek koriili szogelfordulasok. Az elemre vonatkozo csomoponti el-
mozdulasok vektora tehat:

QZ:[Wl a BW o B Woa W, o ,34]' (15.34)

azaz Osszesen 12 szabadsagi foku az elem, ahol a szogelfordulasok (15.1) alapjan szdmolha-
tok a Kirchhoff-Love hipotézis szerint. A z irdnyu elmozdulds és a szogelfordulasok tehat
egymastol nem fiiggetlenek, az interpolacios fliggvény legfeljebb 12 ismeretlen paramétert
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tartalmazhat. Az élek mentén a w-re megadott kifejezésnek kobdsnek kell lenni, a normalis-
iranyu derivaltnak ennek megfelelden linearisan kell valtoznia [2]. Egy teljes kobos fiiggvény
10 tagot tartalmaz, a csomoéponti paraméterek szama miatt azonban még két kiegészité tagot
figyelembe kell venni. Az alabbi harom lehetdség koziil valaszthatunk:

&’n és &n®,vagy: &°n® és &, vagy: E%n* és & (15.35)
Barmelyiket is valasztjuk, kobds valtozast fogunk kapni a normalis irdnya derivéltakban a

linedris helyett [1,2]. Emiatt az elem nem kompatibilis, vagy mas néven inkompatibilis. Az
elsO lehetdséget valasztva kapjuk:

W(E,77) = 8g + a8 + 8,77 +aE” + 8,87 +ag” + s’ + (15.36)
+a,E'n+ain’ +agn’ +acn+adn’.

Az ismeretlen egyiitthatok meghatarozasahoz sziikséges csomoponti feltételek:

1w soye g LW 0oy
W(O,O)—Wl,B%(O,O)—al, aag5(0,0) B., (15.37)

1OW oy e 1MW a0y
W(l,O) =W,, B%(lyo) =,, 5 85 (110) ﬂ21

1

WL = vy, ~ Mgy =g, LW
b on a

8§ (1'1) = :33’

1oW oy 1MW
—%(0,1)—054, a@f(o’l) B

w(0,1) = w,, b

Az egyiitthatokra kapott kifejezéseket visszatessziik a (15.36) fiiggvénybe, valamint fel-
hasznaljuk, hogy az elmozdulas-fliggvény felirhaté az interpolacids fiiggvények €és a csomo-
ponti elmozduldsok szorzatainak osszegeként:

W(&,17) = N\, + Ny + N3 + NW, + Noar, + Ng 3, +

(15.38)
+ Nows + Ngarg + No 5y + Ny oW, + Ny, + N, 8y,
amibdl azt kapjuk, hogy az interpoléacios fliggvények a kdvetkez6 alaktiak:
1
N, =202 -0 S @+ 467, (15.39)

N, =-bn(n-1*(E-1),
N, =aé(n-1)(£-1)%,
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N, = 2(77—1)5[52 i —gé—%nj,
Ny =b&n(n-1)?,

N, =a&? (7 —-1)(E 1),

N, =2n§(—§2 p? —%+§(§+n>j,
Ny =bén?(n-1),

N9 =_a§277(§_1)’

Ny = 2n(cf—1)(§2 o —%i—gn),
N11 = —b772(77—1)(§—1) )

N12 = _afﬂ(f _1)2 )

és:

w(&,m) =N"u,, (15.40)
ahol:

N' =[N, N, N, N, N, N, N, Ny Ny N, N, N (15.41)

az interpolacios polinomok vektora. Fejezziik ki ezek utan az alakvaltozasi jellemzok vektorat
(14.5) alapjan:

g)( W,XX

e=l¢g, |=-7] W, |=-Zk, (15.42)
Yy 2 W,

ahol:
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N
k= Ny |u=xu,. (15.43)

ahol Ny, Nyy és Ny az interpolacios fiiggvények megfelelé derivaltjait tartalmazo vektorok
(15.41) szerint. Ezzel az alakvaltozasi jellemzdk és a fesziiltségek vektora:

£=-2xU,, (15.44)

A hajlitd és csavard €élnyomatékokat is vektorba foglalhatjuk, amely (14.7) és (15.43)
alapjan szamolhato:

M, N, +vN',
M=|M, |=-LE|NT, +vN", lu,. (15.45)
Mxy (1_V)N,xy

A teljes potencialis energia képletébe visszatéve a mar kiszamolt vektorokat kapjuk, hogy:

Ve A

He:%Ing Ajg pd :% N E Kvae—jpw(g,n)dA. (15.46)

Ve pe

Az elem térfogatara vonatkozo integralast felbontva X, y €s z szerinti integralasra, valamint
a masodik tagban feltételezve, hogy a lemezelemre mitkddé megoszlo erd allando, a kdvetke-
z6t irhatjuk:

11.3 11
I, = 1uT{HLab.£Tng£dndg}ge—ge”p abNdr;df_—u K. u,—uF,, (15.47)
00

ahol az elem merevségi matrixa:

O'—.l—\

ft_z &' C ke, (15.48)

¢s az egyenletesen megoszlo er6bol adoédo tehervektor:
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Eep = jj p abﬂdﬂdf =
00

=pib[1 b a
4 6 6

(15.49)

o|lT
H
|
o|lT

a
6 6 6

oo

azaz hasonloan a sikbeli hajlitott radelemhez a megoszl6 erét a csomdpontokban koncentralt
er6k és nyomatékok reprezentaljak, hiszen diszkretizacids eljarasrol van sz6. A szadmitasnal
figyelembe kell venni, hogy a csomdpontokban koncentralt terhek is megjelenhetnek, azaz:

El—c = [le Mxl Myl FZZ MxZ I\/Iy2 F23 MX3 My3 Fz4 Mx4 My4]’ (1550)
¢és igy:
Fe=F ¢+ Eep . (1551)

Az elemre vonatkozé végeselemes egyensulyi egyenlet a minimum-elv alkalmazasaval:

Ku =F

—e—6 —€!

(15.52)

amely azonban csak akkor érvényes, ha a szerkezet egyetlen elembdl all. Tobb elem esetén a
potencialis energidk 6sszegzésével jutunk el a szerkezeti egyenlethez:

KU=F. (15.53)

Ezek utdn nézziink egy példat az inkompatibilis téglalap alakt lemezelemre is!

155. Kidolgozott példa az inkompatibilis téglalap alakid lemezelemre

Szamitsuk ki a 15.4 abran lathat6 befogott lemez csomopontjainak elmozdulasat és reakcioit!

y

15.4 abra. Példa az inkompatibilis lemezelem alkalmazasara.
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Adatok:
E=200GPa, v=0,3,t=1mm, F=5N, a=600 mm, b =400 mm.

A kovetkezokben a méreteket [m]-ben, az erdt pedig [N]-ban szamoljuk. A csomoponti
koordinatak a kovetkezok:

csomopont | X y
1 0 0
2 a 0
3 a b
4 0 b

A kinematikai kényszerek miatt irhatjuk a csomoponti elmozduldsok vektorara, hogy:
HZ = [O 00w, a B W, a; S 00 0]- (15.54)
Ugyanakkor a tehervektor a koncentralt terhelésbdl és a reakciokbol adoddan:

F.=[F, My, M, —=F 00000 F, M, M,] (15.55)

I ec y

A konstitutiv matrix sikfesziiltségi allapotra:

= |Lv 0| [20 60 0
_szl slv 1 0 |=[60 200 0O |GPa. (15.56)
“lo o —1‘2V 0 0 70

A merevségi matrixhoz sziikséges xk matrixot kiszamitva kapjuk:
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R L I R ]
0 S5E-2E-D) -2 E-Do-Y
S -HEE-2) 0 53¢ ~1)(E-1)
Do-n@-)  De@r-n S -g-n+)
0 5£(37 - 2) G-~
| Fe-neEe-y 0 5(3¢ ~2)
Sl Deey Doy s er-cneh)
0 5537 -1) ~S(En-2)
- (e 0 ~5¢(3:-2)
Tn@e-y  D@n-nE-n S v -g-n+)
0 5@ -DE-) - nEn-2) (1557)
-2n(E-2) 0 ~5EE-D(E-D)

A merevségi matrix 12x12-es méretli, ezért itt azt nem kozoljiik. Helyette megadjuk a
(15.52)-es matrixegyenletbdl adodo egyenletrendszert:

11,27wW, +50,28a,-42 87 ,-196 45w, + 58,610,-12,69, = F,,, (15.58)
50,28W, +14,59¢, - 58,61w, +8,85a, = M,

4287w, + 6,243, +12,69W, + 4,87, =M,

926,23w, +137,22¢;, + 55,373, - 741,05w, +128,89¢, + 0,193, =5,

137,22w, + 35,41, + 5,003, -128,89w, +16,15¢, =0,

55,37W, + 5,00, +19,483, +0,19w, + 2,743, =0,

- 741,05w, —128,89¢, + 0,193, +926,23w;, —137,22cz, + 55,373, =0,

128,89w, +16,15¢, -137,22w, + 35,410, - 5,05, =0,
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0,19w, + 2,743, +55,37w, — 5,00, +19,483, =0,
-196,45w, —58,61, -12,693, +11,27W, —50,28cz, - 42,873, = F,,,

58,61w, + 8,85, - 50,28w, +14,59c, =M, ,,
12,69w, + 4,873, +42,87w; + 6,243, =M .
A csomoponti elmozdulasokat a (15.56) 4., 5., 6., 7., 8. és 9. egyenletébdl kiszdmolva:
w, =-0,0655m, «, =0,039rad, £, =0,159 rad, (15.59)
w, =-0,0448 m, o, =0,0645rad, £, =0122rad.
A (15.56) 1.,2.,3.¢s 10, 11., 12. egyenleteibdl kifejezhetjiik a reakciokat:
F,=542N, M,; =0,47 Nm, M, =-179 Nm, (15.60)
F,=-042N, M, =-030Nm, M , =-121Nm.

A hajlité és csavard élnyomatékok a (15.45) képletekbdl, a lemezben ébredd fesziiltségek
pedig a (15.44) képletekbdl szamolhatok a csomodponti koordinatak behelyettesitésével. A
15.5 példat ANSYS 12 szoftverrel ellendriztiik, €s azonos eredményeket kaptunk.

15.6. Kompatibilis téglalap alaki lemezelem

Ha kompatibilis lemezelemet akarunk el6éllitani, akkor a (15.36) interpolacios fliggvényt a
kovetkezOképpen kell modositani [2]:

w(é,m) = a, +a198+a277+a3‘§2 +a4§77+a5772 +ae§3+a7§277+38§772 +

(15.61)
+agn’ +a,,8°n +a,,én° +a,E N’ +a,Ent va,dtn’ +a s’

Igy az ismeretlen csomoponti paraméterek szama 16-ra emelkedik. Emiatt minden csomo-
pontban negyedik szabadsagi fokként a keresztiranyu W,y derivaltat vessziik figyelembe. A
csomoponti elmozdulasok vektora tehat:

.
ge:[wl a B Wi W, o B Wyo W5 O Ps Wys W, B \N,xy41 (15.62)

Az ismeretlen egyiitthatok meghatarozasahoz sziikséges feltételek:

L 00)= .. £ 2™ 0,0)=w

16w
w00 =w. ~ Y00y =g, — 2N "
0.0)=w, ban( )= a0f ab 0507 o

(15.63)
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10w 10w 1 o°w
wl0)=w,, —10)=¢,, ———1,0)=45,, — 10)=w_,,
L0) = w, b@n( ) =a, aaég( ) =5, abagan( )=W,,

106w 16w 1 0*w
wldl) =w,, — @A) =0, ———— Q) =45,, ——— 1LY =w,,,
LD 3 ban( ) = oy a@g( ) = fs ab@f@n( ) X3

106w 16w 1 o*w
wiol)=w,, —0D)=c,, ————(01) =43, — 0)=w._,.
0D =w, b577( )=a, a&f( )=B. abagan( ) =W,

A deformacios feliilet kozelitd fliggvénye ezuttal 16 interpolacids fliggvénnyel épithetd
fel:

W(&,77) = N\W, + Noay, + N, 3 + N4W,xy1 + Ngw, + Nger, + N, B, + NBVV,xyz

(15.64)
+ N9W3 + N10a3 + N11ﬂ3 + N12W,xy3 + N13W4 + N14a4 + N15ﬁ4 + N16W,xy4-

Az interpolécios fiiggvények a hajlitott rudaknal is bemutatott Hermite-féle polinomok (1d.
15.5 abra) segitségével irhatok fel [2]:

f,(1) = 22° =32 +1, f,(A) =28 + 32, (15.65)
f(A) =R -22+1, f,(A)=F -2,

amivel a tizenhat darab interpolacios fiiggvény a kivetkezé alaki lesz:

N, = f,(8)- 1.(), Ny = ,(8)- f.(), (15.66)
N, =b- (&) f;(), Ny, =b-f,(5)- f,(7),

Ny =-a- f5(8)- f.(7), Ny =-a-f,(5)- (),

N, =a-b-f,(5)- f;(n), N, =a-b-f,(5)- f,(7),

Ng = f,(£)- f.(7), Ny = £,()- f,(m),

Ne =b-f,(5)- f5(17), Ny, =b-£,(5)- f,(),

N; =—a-f,(5)- f,(m), Nz =-a-f;(5)- f,(n),

Ng=a-b-f,(&) f5(7), Ng=a-b- (&), ().
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Tt
5
: f, (L) f(1)
083
0,6
04
o (1)
i
1o 0, 0,4 0,6 0,8 1 s
g f,(0)

15.5 abra. A Hermite-féle interpolacios polinomok dabrazolasa.

Az interpolacids polinomok segitségével a merevségi matrix ugyanazzal a modszerrel épithe-
t6 fel, mint amit az inkompatibilis elem esetén bemutattunk, azzal a kiilonbséggel, hogy most
16x16-0s matrixot kapunk. A tehervektor dlland¢ intenzitasti megoszl6 er6bdl adodod dsszete-
voje:

0 (15.67)
p;ab[lg_za_blm_a_bl_nza_bl b _a abT
4 6 6 6 36 6 6 36 6 6 36’

azaz hasonldan a sikbeli hajlitott ridelemhez a megoszl6 erét a csomopontokba osztjuk szét
koncentralt erék és nyomatékok formajaban. A szamitasnal figyelembe kell venni, hogy a
csomopontokban koncentralt terhek is megjelenhetnek, azaz:

F

z2

M, M, M.
ez (15.68)

I:24 Mx4 M y4 Mxy4]

E-zle-c = [le M x1 M yl M xyl

....... Fe My, M, M

X2

xy3

A 15.5 példat a kompatibilis téglalap alaku lemezelemmel is megoldottuk. A csomoponti
elmozdulasok ekkor a kovetkezok:

w, =—-0,0658 M, a, =0,062rad, f3, =0,165rad, w,, = 0,2414 % , (15.69)

w, =-0,0450 m, @, =0,043rad, /3, =0128rad, w,, = —0,0415 % .

A reakciok az alabbiak lesznek:
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F,=5512N, M, =0,676 Nm, M, =-184 Nm, M, =0138 Nm’. (15.70)
F,,=-0512N, M,, =-0,471Nm, M,, =-1155 Nm, M, = 0115 Nm?.

A két megoldas kozott nem jelentds a kiilonbség.

15.7.  Sikbeli és sikra meroleges terhelésii lemezek

Ha a lemez terhelése egyszerre sikbeli és sikra merdleges, akkor a sikmembran €s a hajlitott
elemtipusok szuperpoziciojabol eldallitott elemekre van sziikség. Ez a feladat az eddigiek —
egész pontosan a 12. és 15. fejezetek — alapjan viszonylag egyszertien elvégezhetd. El0szor a
csomoponti elmozdulasokat kell a megfeleld sorrendben elhelyezni egy vektorban, majd en-
nek megfelelden a membran €s hajlitdsi deformacidokhoz tartozé merevségi matrix elemeket
egy ujabb merevségi matrixba helyezni. A tehervektorok szintén az elemek kombinalasaval
rakhatok 0ssze. Ez a technika alkalmas sikbeli lemezek modellezésére. Ha azonban az eleme-
ket ugy rakjuk 0ssze, hogy egymassal 180°-tdl kiillonboz6 szdget bezardan egy gorbiilt feliile-
tet kozelitiink, akkor a kombinalt membran-hajlitott elem térbeli héjak, héjszerkezetek model-
lezésére is alkalmas elemtipus egyszer( kialakitasat teszi lehetdvé. Mivel a sikbeli és térbeli
vékonyfali héjak modellezésénél hasonld 1épéseket kell elvégezni, ezért ezzel részletesen a
16. fejezetben foglalkozunk.
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16. TERBELI VEKONYFALU HEJAK MODELLEZESE
VEG}ESELEM-M()DSZEREN ALAPULO PROGRAMRENDSZEREK
SEGITSEGEVEL

16.1.  Egyszerii sikhéj-elemek

A sikhéj-elemek merevségi matrixai viszonylag egyszeriien szamithatok a sikmembran és a
hajlitott lemezelemek merevségi matrixaibol. Ilyen moédon a rendelkezésre allé haromszog és
téglalap alaku elemekbdl a sikhéj-elemek kiilonb6zd valtozatait lehet eldallitani [1,2]. A gor-
bilt feliilet kozelitését sik elemekkel a 16.1 abra mutatja. Ez a kozelités ujabb hibaforras az
elmozdulasmezd kozelitésén kiviil. Az elemszam novelésével csokkenthetjik a geometriai
pontatlansagot. Azért célszeri egyszeriibb elemtipusokat hasznélni, mivel a magasabb renda
elemek eldnye, a nagyobb elemméret nem hasznéalhatd ki. A kovetkezOkben nézziik meg a
linearis sikmembran haromszogelem és a Tocher-féle hajlitott haromszog lemezelem kombi-
nalésat.

16.1 dbra. Haromszog alakui sikhéj-elem globdlis és lokdlis koordindta-rendszerben.

16.2. A linedaris sikmembran és a Tocher-féle hajlitott haAromszogelem szuperpozicioja

Ez az elem nem konform, mert az elmozduldsok a szomszédos elemek hataran nem folytono-
sak [1,2]. Mivel azonban ez a legegyszeriibb, ezért a sikhéj-elem bemutatasara ezt alkalmaz-
zuk. A linearis sikmembran haromszogelem (1d. 12.2 abra) minden csomépontja két szabad-
sagi fokkal rendelkezik, merevségi matrixa pedig a lokdlis, elemhez ko&tott koordinata-
rendszerben a kovetkezéképpen irhato:
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(16.1)

2=
[e)X¢’] 3
Il
—
™ l
o Ns
%,—/
—
N =)
o N 3
H_J
f_H
N =
3
N
H_J

ahol az egyes almatrixok (E".m) az i-edik és j-edik csoméponthoz tartozé merevségi matrix

komponenseket jelentik. A matrix f616tt 1év6 hullamjel a lokalis koordinata-rendszerre, a felsé
index (m) pedig a membranelemre utal. A végeselemes egyenlet tehat:

~m

K iy =F,, (16.2)
6x

u
e
6 6x1 6x1

ahol a linearis haromszdgelem csomoponti elmozdulas- és tehervektora koncentralt erdk ese-
tén:

o v, 0, v, 0 ¥l (16.3)

~m T
_Gelc = [Fxl F Fx2 I:yl Fx3 FyS]’

yl

ahol u a lokalis x tengellyel pathuzamos, v az y tengellyel parhuzamos elmozdulds. Az
elmozdulésvektorokban a lokalis jellemzdket szintén hullamjel alapjan azonosithatjuk. A te-
hervektorok esetén a lokalis rendszerben kisbetiivel irt X,y,z-vel fogjuk azonositani a kompo-
nenseket. Erre a megkiilonboztetésre eddig nem volt sziikség, hiszen az eddigi egyszeri pél-

daknal a lokalis rendszer megegyezett a globalissal.
A Tocher-féle lemezelemnek (I1d. 15.1 abra) minden csomépontjaban harom szabadsagi
fok van, a merevségi matrix tehat kilenc sort és kilenc oszlopot tartalmaz:

IraErAaEral
3x3 3x3 3x3
K" = K, K K
o 3x3 3x3 3x3
Kay | ) key | ] ks
3x3 3x3 3x3

(16.4)

ahol a fels6 h index a hajlitott elemre utal. A Tocher-féle haromszog lemezelem csomodponti
elmozdulas és tehervektora koncentralt erdk esetén a lokalis koordinata-rendszerben:
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T _ ~ _~ —_ _ -~ _ _~ _~
%g :[Wl a bW, a, B, W; ﬁs]' (16.5)

~n T

Fe =[le M,, M

9Ix1

yl Fzz M x2 M y2 FZ3 M x3 M y3]'

A kombinalt elemet és szabadsagi fokait a 16.2 dbra mutatja. A merevségi matrixok kom-
binalasanal a kovetkezoket kell figyelembe venni [2]:

a. kis elmozdulasok esetéen a membran és hajlito merevségek nem kapcsolodnak oOssze
(fiiggetlenek),

b. a lokdlis x-y sikban torténd forgds,w nem sziikséges egyetlen elemmel torténd
modellezésnél, viszont ha tébb elemet kapcsolunk ossze, illetve a sikhéj-elemet mds

elemtipusokkal kapcsoljuk ossze, akkor figyelembe kell venni w-t, valamint a hozza
tartozo koncentralt M, nyomatékot is.

16.2 abra. A linearis stkmembran haromszog és a Tocher-féle hajlitott haromszogelem kombinacioja.

A kombinalt elem csomdponti elmozduladsainak vektora tehat a lokalis rendszerben:

(16.6)

A tehervektor pedig koncentralt terhek esetén:

~m+h T
F.. =|F, F F, M, M M, F, F Floi
& [ 1 yl 1 1 y1 1 2 y2 2 (16.7)

M FX3 FyS FzS M x3 M

y2
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Ennek megfelelden a sikhéj-elem merevségi matrixa a kovetkezoképpen épiil fel [1,2]:

k? 1 o o olo|l[ki?]|ooolo|l[ki]|ooofo
2%2[ 10 0 00| |2x2[ |0 0 00| |2x2( |0 0 0[O
00 ) |0j0 o0 n) 000 ) |0
00 {“}ooo {“}ooo {13}0
00 0 00[0|0OO 0 00[0|O0O 000]O
k2 1o o olo|l k2] |ooolo|l[kil|o o ofo
2% 2 0 0 0|0 |2x2] |0 O 0|0 |2x2 0 0O0]|0
~ m+h
K. =] oo k) [0]o o k) (oo o ) |0
1848 00 {“}ooo {Zz}ooo {23}0
00 0 00[0|0OO 000[0|O0O 000]|O
ks | [0 0 oflo| ]k | |00 0|0| k| |00 OO
2% 2 0 0 O[O |2x2] |0 O OO |2x2 0000
00 |'(“h 00 0 [(“h 00 0 |'(“h 0
00 {31}000 {”}ooo {33}0
. 00 00O0[0|0OO 000|0|0OO 000]|O

(16.8)
A fenti merevségi matrix tehat a lokalis koordinata-rendszerben érvényes. Megjegyezziik Gjra,
hogy a felsd hullamjel mindenhol ezt jelzi. Térbeli szerkezetek végeselem analizisénél az
elemek orientéciodja is kiillonbozd, ezért minden egyes elemre végre kell hajtani a globalis ko-
ordinata-rendszerbe vald transzformaciot. A globalis koordinata-rendszerben értelmezett
mennyiségek a hullamjel nélkiiliek lesznek. Az elemre vonatkozd merevségi matrix transz-

K™ =A"K "4, (16.9)

ahol A a 18 x 18-as transzformacios matrix:

(16.10)

(S
Il
oloIolo o lr

Iolololrioilo
ololrioloilo
olriocloloIlo
ImriIolololoIlo

Iololololr o

és:
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000
0=(0 0 0. (16.11)
000

Az L matrix a lokélis koordinata-rendszer ey, €, és e; bazis-egységvektorait (Id 16.1 abra)
oszlopvektorként tartalmazza a globalis koordinata-rendszerben felirva:

e1X eZ X e3X
I=_ =€y €y €y (16.12)
elZ e3Z eSZ

AzL matrix  tulajdonképpen a lokalis és globalis tengelyek kozotti  szogek

iranykoszinuszait tartalmazza. Egy tetszéleges A vektorra az iranykoszinuszok definicioja a
16.3 abra alapjan [4]:

A,

JA Az AT

| =cosa =

(16.13)

16.3 dbra. Egy tetszoleges A vektor irdanykoszinuszai.

Mivel az e;, e, és e3 bazisvektorok egységvektorok, ezért nem nehéz belatni, hogy azok kom-
ponensei maguk az irdnykoszinuszok. A szerkezeti merevségi matrix dsszeallitdsdhoz a loka-
lis koordinatarendszerben kiszamitott mennyiségeket at kell transzformalni a globalis rend-
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szerbe. A globalis rendszerbe attranszformalt csoméponti elmozdulés- €s tehervektorok a ko-
vetkezok:

urt=2"a, (16.14)

Héjszerkezetek esetén a leggyakoribb terhelés az alland6d p nyomas, amely a sikhéj elem
feliiletére merdleges, azaz lokdlisan z iranyu. Ekkor feltételezhetéen membranallapot alakul
ki, igy a csomoponti tehervektor [2]:

Em*“zp%[o01000001000001000], (16.15)

——ep

ahol A¢ a haromszog tertilete. Ha a feliileti nyomas nem allando, de a valtozasa az elem teriile-
tén kicsi, akkor még lehet a fenti vektort hasznélni, de a p helyére a nyomas csomoponti érté-
keibdl szamitott atlagot célszerti irni:

1
p=§(pl+ p, + ps)- (16-16)

Végiil 6sszefoglaljuk a végeselemes egyenleteket. A lokalis Xx,y,z rendszerben a hullamjel-
lel ellatott mennyiségek érvényesek, azaz:

K™ g — g (16.17)

—e —F¢ —e

A transzformacios matrix segitségével a (16.17) egyenletet a globalis X,Y,Z rendszerbe
transzformaljuk:

K m-+h um+h -F m+h ’ (1618)

e =€ —e€

ahol a globalis koordinata-rendszerben értelmezett mennyiségeket a (16.9) és (16.14) alapjan
szamitjuk ki. Az egész szerkezetre vonatkoz6

m+hum+h — Em+h (1619)

<

végeselemes egyenlet megoldésa az U™ vektor elemei, amelyek a csoméponti elmozdulasok
a globalis rendszerben értelmezve. EbbOl lehet az egyes elemekre vonatkozo globalis ue™"
vektorokat dsszedllitani, majd a lokalis rendszerbe transzformalni a kdvetkezd Gsszefiiggéssel:

TR AT (16.20)
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. y o7 , . r1: r - r -1
Mivel a transzformacios matrix ortogonalis, ezért 1" =A"és A" A" =E, azaz:

0" =Auy™ (16.21)

=e

Ezutan a lokalis értékekbdl tudjuk kiszamitani a membranfesziiltségeket és a hajlitd
igénybevételeket.

A sikhéj-elemek nagy elénye, hogy a mar meglévé elemtipusokhoz tartozé programokbol
viszonylag gyorsan O0sszedllithatd egy jabb program, ami jol hasznalhaté mérndki szamita-
sok végzésére [2,3]. A szamitashoz csak az L matrix ismeretére van sziikség. Az eredmények

pontossaga fiigg az elemek méretétdl. Siirlibb elemfelosztast kell alkalmazni ott, ahol a feliilet
gorbiilete nagyobb, vagy ahol a fesziiltségek varhat6 valtozéasa jelentdsebb. A szamitds varha-
to hibaja nagyobb a peremek és kivagasok, illetve a kiilonbozd tipusu feliiletek csatlakozasi
kornyezetében. Nézziink meg egy egyszerl példat a modszer alkalmazasara!l

16.3.  Kidolgozott példa a linearis sikmembran és a Tocher-féle (hajlitott) haromszog-
elem osszekapcsolasara

Oldjuk meg a 16.4 abran lathatd héjfeladatot! Szamitsuk ki a csomoponti elmozdulasokat,
reakciokat a lokalis koordinata-rendszerben, majd transzformaljuk at azokat a globalis koor-
dinata-rendszerbe!

16.4 dbra. Haromszog alaku sikhéj-elem a lokdlis és globdlis koordindta-rendszerben (a), alkalmazdsi
példa a sikhéj-elemre (b).

Adatok:
a=0,8m,b=0,5m,t=3mm,E =200 GPa, v=0,3, F, = 6000 kN, F, = 8000 kN,
p = 1200 N/m?

A tavolsadgokat [m]-ben, az erét [N] fogjuk behelyettesiteni. A csomdponti koordinatak a
lokalis koordinata-rendszerben:

csomopont | X y z
1 0 -b/2 0
2 a 0 0
3 0 b/2 0
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A csomoéponti koordinatakat a globalis koordinata-rendszerben is megadjuk. Megjegyezziik,
hogy ez attol fiigg, hogy egy adott szerkezetben az adott elem hogyan kertil beépitésre.

csomopont | X [m] Y [m] Z [m]
1 0,6795 | 0,57 0,2
2 0,4 1,225 0,5
3 0,5004 |0,6 0,4

A csomoponti elmozduldsok ¢és terhelések vektora a lokalis koordinata-rendszerben a kovet-
kezdk:

"' =pooa AT W, 04 B v 00 04& B oy (1622

=e
181

~m+h T

F, 000F 0000O0TF, F, F, 0 0 0]

y

—e€c = [Fxl F
18x1

yl

A megoszlo erdbdl szarmazod tagot a 15. fejezetben leirt integralképletek alapjan tudjuk
kiszdmitani. A Tocher-féle lemezelemnél a kiils6 megoszl6d eré munkéjat ado kifejezés alap-
jéan tudjuk visszakeresni a megfeleld tagokat:

W, = [ pw(x,y)dA=T; F,, (16.23)

Ape

A (16.23) képlet és a (15.20) integral-egyszerusitd képletek alapjan kapjuk:

7/40ba-1/80b> | [ 0,0669 ]
1/120ab* —1/40ba’ —0,0063
1/30ab® —1/ 480b° 0,0064
3/20ba 0,060
Fp=p 1/30ba? = p| 00107 |. (16.24)
o ~1/120b° ~0,0010
7/40ba +1/80b> 0,0731
~1/120ab? —1/40ba? ~0,0097
| —1/30ab®—1/480b° | | —0,0069

Megjegyezziik, hogy a Tocher-féle haromszdg lemezelemnél a megoszlé er6bdl adodo
koncentralt terhek nem ugyanakkora stllyal osztodnak szét az egyes csomopontokba, ahogy
ez a tehervektorbdl latszik is, viszont a z iranyu erdk, X és Yy iranyt nyomatékok 0Sszegzése
utan a kovetkezdket kapjuk:

[EZpl + [ELL,L + [E;L = PA =% pab, (16.25)
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16. Térbeli vékonyfalu héjak modellezése
pa’b
15

~h ~h ~h pa
[Eep]z+[EepL+[EepL: 30 ¢

2 2
[E:p]er[E:pLJF[E:pL__%Ae: %’
amelyek a z iranyu eredé erd, illetve az ered6 X és y tengely koriili nyomatékok. A 18 szabad-
sagi foku sikhéj-elem tehervektora a lokélis koordinata-rendszerben igy:
i Fxl ] i O ] i Fxl 1
Fa 0 Fa
F,, 0.0069 F,, —80,25
0 —0.0063 7,6
0 0.0064 — 17,6875
0 0 0
F, 0 6000000
0 0 0
~mih T ~m+h T ~m+hT - 0.0600 F,,—72,0
S am a2 Lo | P ootr |T| —128
0 —0.0010 1,25
0 0 0
Fia 0 Fio
F, 0 8000000
F,, 0.0731 F,, —87,75
0 —0.0097 11,6
0 —0.0069 8,3125 (16.26)
Lo | 0 | | 0 |
A sikmembran haromszogelem merevségi matrixa a 15. fejezet szamitasai alapjan:
(2,48 144 -126 -115 -122 -0,29]
6,64 -173 -036 0,29 -6,28
k™ 2,52 0 -126 173 10° ﬂ (16.27)
e 0,72 115 -0,36 m
2,48 -144
6,64 |

ahol a szimmetria miatt csak az egymastol fliggetlen tagokat tiintettiik fel. A Tocher-féle hajli-

tott haromszdgelem merevségi matrixa a lokalis rendszerben:
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(1290 2,28 -091 -099 0,88 -388 —-1190 3,05 0,51 |
09% 010 -0,33 -0,09 -0,05 -1,95 019 -0,32
0,59 053 -017 0,16 038 -0,26 -0,32
2,90 0,15 0,77 -190 0,40 101
—h . (16.28)
58 = 0,29 -0,0007 -103 0,28 0,29 |-10°.
9 031 -038 005 015
1380 -345 -152
115 0,53
I 097 |
A (16.8) képlet alapjan a két matrix kombinéciodja:
~ m+h
K -
=€
18x18
2,48 144 0 0 0 o| -126 -115 0 0 0 0 -122 -0,29 0 0 0 0
1,44 6,64 0 0 0 0| -173 -036 0 0 0 o| 029 -628 0 0 0 0
108 108 108
. 129 228 091 |, 0 0 -099 088 -388 | 0 0 -119 305 051 |
o o 2,28 096 010 |0 0 0 -0,33 -0,09 -005 |0 0 0 -195 019 -032 | o
0 0 -091 010 059 |0 U 052 -017 o016 |O 0 0 038 -026 -032 [0
10° 10° -10°
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-126 -173 0 0 0 0 252 0 0 0 0 o| -126 173 0 0 0 0
-115 -0,36 0 0 0 0 0 0,72 0 0 0 0| 115 -0,36 0 0 0 0
108 108 108
o 0 -099 -033 052 |, 0 0 290 015 0,77 0 0 0 -190 040 101 |
0 0 0,88 -009 -017 |0 0 0 015 0,29 -0,0007 |0 0 0 -103 0,28 029 |o
0 0 -388 -005 016 |0 0 0 0,77 -0,0007 031 0 0 0 -0,38 005 015 |0O
10° 10° -10°
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
=122 0,29 0 0 0 o| -126 115 0 0 0 o| 248 -144 0 0 0 0
-0,29 -6,28 0 0 0 0| 173 -0,36 0 0 0 0| -144 6,64 0 0 0 0
108 108 108
0o 0 -119 -195 038 | 0 0 -190 -1,03 0,38 0 0 0 138 -345 -152 | g
0 0 305 019 -026 |0 0 0 0,40 0,28 0,05 0 0 0 -345 115 053 |0
0 0 051 -032 -032 |0 0 0 101 0,29 015 0 0 0 -152 053 097 |0O
108 108 -10°
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(16.29)

Ezutan Gsszerakjuk a végeselemes egyenletet a (16.17) képlet alapjan. A csoméponti el-
mozdulasok az egyenletrendszer 4., 5., 7., 8., 10., 11., 14., 16. és 17. egyenleteibdl szamolha-
tok ki. A megoldasok:

&, =0,00406 rad , 3, =—0,02278 rad

(7, =0,0187 m, ¥, =0,00368 m, &, =—0,0948 rad, /3, =0,00319 rad,
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¥, =0,00737 m, @, =0,01833 rad, j3, =0,01994 rad.

A reakcidk az elmozdulasok ismeretében az 1., 2., 3., 9., 13., és 15. egyenletekbdl szamol-
hatok:

F, =—3000000 N, F,, =-8000000 N, F,, =9188 N, (16.31)

F,=7434N, F,=-3000000N, F,,=7378N.

Megjegyezziik, hogy a (16.31) eredményei a (16.26) tehervektor elsd, koncentralt terheket
tartalmazo része, valamint, hogy a 6., 12. és 18. komponensegyenletek nem kertiltek felhasz-
nalasra, mivel ezek a lokalis z tengely koriili forgasokhoz kothetdk, amelyeknek a lokalis
rendszerben zérus az értékiik. A teljes erévektor (16.31) és (16.26) segitségével pedig:

3000000 |
8000000
11.629
7,6
— 17,6876
0
6000000
0
IE'ZHhT 2,344
T18a -12,8
1,25
0
—3000000
8000000
-13,973
11,6
8,3125
0

(16.32)

Most transzformaljuk at az eredményeket a globalis X,Y,Z koordinata-rendszerbe. A glo-
balis koordinata-rendszerben a csomdpontok helyvektorai a globalis koordinatak alapjan:

0,6795 0,57 0,2
R,=| 04 |m,R,=[1225m,R,=]05]|m. (16.33)
0,5004 0,6 0,4
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A lokalis koordinata-rendszer origdjanak helyvektora a globalis rendszerben pedig:

0,43975
R, = %(R1 +R,)=| 045 |m. (16.34)
0,4502

A bazis-egységvektorokat a helyvektorok alapjan a globalis rendszerben szamitjuk ki a
16.4 abra alapjan:

5 r 0,162825
e, = —2—=2%=| 0,96875 |. (16.35)
R =Ry
0,18725

Hasonloan az e; és e3 egységvektorok:

5 R [-0,959
e, =—>—2=| 02 |, (16.36)
Ry =Ry
| —0,2008
5 R [-0,23197
g, =—>——2=|-0,14688 |.
|33_Bo|
| 0,96159

A bazisvektorok és (16.12) alapjan az L matrix tehat:

0,162825 -0,959 -0,23197
L=[e, e, e]=|096875 0,2  -0,14688 | . (16.37)
0,18725 -0,2008 0,96159

Ebbél ezutan Osszerakjuk a 18x18-as/ transzformacios matrixot. A (16.10), (16.22) és
(16.30) képletek segitségével a csomoponti elmozdulasok a globalis koordinata-rendszerben:

u=0,v,=0, w, =0, (16.38)
o, =—-0,02141rad, S, =-0,00845rad, y, =0,002405 rad ,
u, =0,00662 m, v, =-0,017215m, w, =-0,004883 m,

a, =—0,012352 rad, B, =0,091582rad, y, =0,02153 rad,
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u, =0,0071365m, v, =0,0014733 m, w, =-0,001082 m,
a,=0,0223rad, £, =—-0,013587 rad , w, =—-0,0071797 rad .

Lathato, hogy bar a lokalis koordinata-rendszerben a z koriili forgasok nullak, a globalis
koordinatarendszerben a transzformacié miatt Z koriili forgasok is léteznek. A csomoéponti
terhelések pedig a kdvetkezok lesznek:

F,, =—8238600 N, F,, =1277000 N, F,, =1871000 N, (16.39)
M,, =—6,2LNm, M,, =-8,8259 Nm, M,, =—0,6338 Nm,

F., =976920 N, F,, =-5754000 N, F,, =—1391800 N,

M,, =-08732Nm, M,, =12,525 Nm, M,, =2,7856 Nm,

F.,=7261500 N, F,, =4477000 N, F,, =—-479100 N,

M, , =9,9414 Nm, M, =-9,4615 Nm, M, =—3,9118 Nm.

A globalis rendszerben tehat Z tengely koriili hajlitonyomatékok is ébrednek, amelyek
tulajdonképpen a lokalis X €s y tengelyek koriili hajlitonyomatékok Z-re es6 vetiiletei. A fenti
megoldasi modszer téglalap alakt elemek esetén is alkalmazhato.
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17. EGYSZER ES KETSZER GORBULT HEJAK MODELLEZESE
VEG}ESELEM-M()DSZEREN ALAPULO PROGRAMRENDSZEREK
SEGITSEGEVEL

17.1.  Gorbiilt héjelemek

A gorbiilt héjelemek alkalmasak a kozépfeliilet geometridjdnak pontosabb modellezésére.
Egyes feliiletek — példaul korhenger — esetén ez az eredeti feliilet pontos kdvetését is jelenthe-
ti. Bonyolultabb esetekben a feliilet gorbiiletét az elmozdulas-koordinatdkhoz hasonléan, ba-
zisfiiggvényekkel kozelitjiik. Ilyen értelemben ezek az elemek is az un. parametrikus elemek
ko6zé tartoznak [1].

17.2.  Vékony korhenger-héjelem

A vékony korhenger-héjelem a 17.1 abran lathato. A technikai héjelmélet alapegyenleteinek
megfelelden a korhenger feliilet geometriai jellemzdi a kdvetkezok [1,2]:

g, =X,H; =1, R, =0, (17.1)

d,=¢, H, =R, R, =R.

17.1 abra. Vékony kérhenger-héjelem paraméterei.

Az u, v és W elmozdulas-komponensek mellett a technikai héjelmélet geometriai egyenleteit a
(14.69) és (14.70) képletek alapjan atirva kapjuk a szogelfordulasokra, hogy:

(17.2)
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v 1 1
B, =5, :R__H_W’z ZE(V—W,¢)y
2 2

1
=—(Rv,—-u ).
ﬁ?: 2R( X ,(p)

Az alakvaltozasi jellemzOket szintén kiszamitjuk a korhenger feliilet jellemzdi alapjan (1d.
(14.67) képletek):

(17.3)

1 H21
Ep =6, =—V, + —U+—w=—(U_,+W),
 H, ° HH, R, 7
2. %_i[Lj +i(Lj Ly v,
H,\H,), H;{H,), R
1 H12
K=K + ’ = ,
11 X Hl ﬁl,l HlHZﬂZ XX
1 H 1
K22=K¢=H_ﬂz,2+ﬁ51:?(v,w_w,w)y
2 1" "2
2K.12 = 2KX(p = i(ﬂj +i(&J + (i _ijﬂs = l(_Z\N,xga +V,x +ﬂ3) .
H,\ H, 2 H, \H, 1 R, R R

Az elem hat szabadsagfokt térbeli merev test-szerli mozgasat leird elmozdulas vektor-
mez6 a kovetkezo alakban irhato [1]:

u, =a, +a,R(cosp —cosd) —a,Rsing, (17.4)
V, =—a,Xsing+a;xcos ¢ +a,R(cos pcos & —1) —a, singp +a, cos ¢,
W, =a,XCoS @ + a,Xsing + a,Rsinpcosp + a,cosep +a;sing .
Matrix formaban irva:
Uy =2 a,, (17.5)

ahol:
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Hg = [uo Vo Wo]’ (17.6)
1 R(cosp—cosd) —Rsing 0 0 0

o =0 —Xsing Xcose R(cospcosd—-1) —sing cose |,
0 XCOS ¢ Xsin @ Rsingcos ¢ cosep Sing

ahol @ a merev test-szerli mozgasokhoz tartozo bazisfliggvények matrixa, ao pedig az isme-

retlen egyiitthatok vektora. A teljes elmozdulasmez6t a merev test-szerli mozgasok és az alak-
valtozast okoz6 deformaciok 6sszegeként allitjuk elo:

u

U=Uy+Uy = V|, (17-7)
W

ahol

931 = [u01 Vo1 W01]’ (17-8)

Ups = @, X+ g+ Ay X,

Vo = 810 + 3, X,

2 2 3 2 2 3
Wop =@15X" 813X+ 840" +315X" + Q16X @+ 7X@ +a150" +

+a,gX30+a,X 202 +a, X0 +a,X30? +ayx2pd +a,,x30°.
Matrix formaban irva:

@ a,, (17.9)

ahol ®, a deformaciot okozo mozgasokhoz tartozd bazisfliggvények matrixa:

X 9 xp0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
®=00 0 pxp 00 00 0O 0 00 0 0 0 0 0] (17.10)
00 0 0 0 X xp ¢ X Xo xg* ¢ Xo Xo? x0° Xo* x2¢° X¢°

ay pedig az ismeretlen egylitthatok vektora:
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a =l a8 a a, &, a, a; a, ag... (17.11)
--------- s Ay & & By 8y 8y By )

A fenti kifejezésekben 24 ismeretlen egyiitthatd van. Meghatarozasukhoz 24 elmozdulas
paraméter sziikséges, ezek legyenek a kovetkezok:

~T ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
Ue = [u1 Vi W, :Bx1 ,Bqﬁ Wi Uy Vo W, ﬂxz :Bq;z W g2 nees (17.12)
......... J3 \73 WS ﬂx3 ﬂ¢3 V"\'/‘X(pg J4 \74 W4 ﬁx4 ﬂ(p4 ~,Xgo4:|'

azaz minden csomépontban lehetséges a bazisvektorok iranyaba torténd mozgas, az €1 €s €;
bazisvektorok koriili forgas, a hatodik csomoponti szabadsagfoknak pedig a keresztirdny Wy,

cres

¢és (17.7) alapjan:

U=U, +Upy, V=V, +Vy, W=W, +W,,, (17.13)

- 2 2
Py =—W, =—8,C0S @ —a,SINQ—28,X— 8,30 —3a,:X" —28,Xp—a,;¢0" +

=38,y " — 28,0X° —8,,0° —38,, X" —28,,%p” —3a,,x"p’,
1 1 ) )
ﬂ(p = E (v— W,(p) = E (—a,R+a,p+a;,Xp—a; ;X —2a,p —a, X" —2a,,Xp—3a,,0° +
- a19X3 - 2a20X2(p - 3‘9-21)(@2 - 2a22x3¢> - 3a23X2(p2 - 33-24)(3(02)1

Wy, = —a,SiN@+a,C0S@ + 8, + 28, X + 2a17¢)+3a19x2 +

+42,)X@ + 38,,0° +68,,X’ + 6a,,Xp° +9a,, X’ ¢’
Az a;, i = 1...24 paraméterek meghatarozasahoz sziikséges feltételek:
u(L/2,-0) =0, u(L/2,6)=0,, (17.14)
u(-L/2,0)=0,, u(-L/2-6) =0,,
v(L/2,-60) =v,, v(L/2,0)=V,,
v(-L/2,0)=V,, v(-L/2,-0) =V,,
w(L/2,-60)=W,, w(L/2,0) =W,,

w(-L/2,0) =W,, w(-L/2,-6) =W,,
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B(LI2-0)= By, B(LI2,0)= B,
B(-L12.0)= B, B(-LI2-0) =B,
B,(LI2-0)=B,4, B,(LI2,0)=B,,,
B,(-L12,0)= B, B,(-LI12-0)=B,,,

W, (L/2-0)=W,,, W, (L/2,6)=&

Xgpl? Xp2 1

W, (-L/2,6) =W, W, (-L/2-0) =W,

A csomoponti elmozdulasok vektorat (hasonldéan a 15. fejezetben bemutatott lemezele-
mekhez) felirhatjuk a kdvetkezdképpen [3]:

d,=MA, (17.15)
ahol az A vektor az «, és a, vektorok elemeit tartalmazza egymas utan, azaz:

.
A'=[a, a, a, a, a;, a, a, a, a, @, &, e

(17.16)
---------- Q3 &y, A5 A Ay Ay Ay By By By By Byl

Az interpolacids polinomok egyiitthatoit M invertalasaval hatarozzuk meg:

A=M"Q,. (17.17)

Az egyiitthatokra nagyon hosszu kifejezéseket kapunk, ezért azokat itt nem kozoljiik. Az-

zal a kozelitéssel €lve, hogy a [ szogelfordulas kozelitdleg zérus, az alakvaltozasi jellemzo-
ket a kdvetkezOképpen irhatjuk:

1 1
& =U,,¢, =E(u’¢ +W),2y,, =g Ye Vo (17.18)
1 1
Ky =W, K, :?(V"” -W,,),2K,, = E(_ZWN/’ +V,).

Az alakvaltozasi jellemzdket két részre bontjuk: fajlagos nytlasokra és szogvaltozasra,
valamint gorbiiletekre. Igy irhatjuk, hogy:
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8)( KX
£0=| & [=RAx=|x, |=RA, (17.19)
27, 2K,
ahol azR ésR matrixok az elmozdulasfiiggvények derivaltjai alapjan:
0 0 0 0 0 0 1 0 ¢ 0O0 O
—sing + —COS@ + . )
R =0 { x < sin pcos & % W‘?‘” 0 % % 00 %
+o00sp| |+ osing (17.20)
1 1 X
0 ——=sin —Cos 0 0 0 0 — — 0 0
i oo R 2R 7
0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Xj (p72 X73 le X¢2 ¢73 )(fil X2¢2 X(pS X3¢2 X2<03 XS(pS
R R R R R R R R R R R R [
0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00O0O0O0CDO 0 2 O 0 6x 2¢
R=[0 0 o 000000 = X0 0 -2 0 o,
=1 R R R )
sing CoS ¢ 1) 1 X
0 - 000000 0 — 0 -= 0 0 ——
2R 2R 2R R R ° (17'21)
0 0 6xp  2¢° 0 6xp* 2¢° 6x¢°
_2x 6p o 2X bxp  2X  6Xp  6Xp
R? R? R? R? R? R? R?
2 0 - 3x° 4xe  3p® 6X°p  6xp®  9X’p’
R R R R R R R

A merevségi matrix €s a kiils¢ er6kbdl adodo tehervektor szdmitadsdhoz felirjuk a teljes
potencialt egy véges elemre a kdvetkezd forméaban. Megjegyezziik, hogy itt csak az alakvalto-
zasi energiat és a megoszlo erdk munkéjat adtuk meg:

I, :%IQT £dV — [u” pdA, (17.22)
v, A

pe
A linedrisan rugalmas anyag torvénye:

o=Cg, (17.23)

ahol a lemezekhez hasonloan sikfesziiltségi allapotot feltételeziink, azazC = gf . Felhasznal-
vaa (17.17) és (17.19) képleteket kapjuk, hogy:
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g =R,A=R M™d,=B0,, (17.24)
B, =R,M ", &, =Ce, =CB,L.,
valamint:
E-:BlA:BlM’lge =Elge, (17'25)
B, = Blﬂil’ o, =-2Ck = _Zgélge'

Az elmozduldsmez6 pedig (17.7) alapjan
u=AA=AM"0,, (17.26)
ahol
i=lo, @] (17.27)

A" pdA, (17.28)

melyet tovabb rendezve kapjuk:

1--T L/2 6 . _ 1~T L/2 €t3 . _
I, ==0, j jt-gog B,R-dg-dx{d, + =0, j j—glg BR-dg-dx U, +
2 -L/2-6 2 -Li2-0 2

L/2 6 T
-0 [ [M™T2Tp-R-dg-dx

-L/2-6

(17.29)

Meg kell jegyezni, hogy a (17.29)-es 6sszefliggésben nincs benne a koncentralt terhelések
munkaja, azaz a végeselemes egyenletben a koncentralt terhelések vektorat még kiilon el6 kell
allitani. Ez azonban a csomoponti szabadsagfokok alapjan egyszertien felirhat6 a kovetkezo-
képpen:

@2 M,X(/)Z """ (1730)

amivel a teljes potencialis energiat is kiegészithetjiik:
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M, =K, -0 (Ey +Fo). (17.31)

(17.31)-ben Ke az elemi szintli merevségi matrix a lokalis koordinata-rendszerben:

L/i2 @0 3

2 T T t T T

K= | I[t'EOE BB ¢ EllR-dfo-dX- (17.32)
-L/2-6

A megoszl6 er6kbol adddoé tehervektor:

L/2 6

Fp=| [M™¥2"p-R-dp-dx. (17.33)

~_ep
-L/2-0

Végiil a mar jol ismert végeselemes egyenlet a lokalis rendszerben:
K U, =F,, (17.34)

amely egy elem esetén alkalmazhato. A globalis rendszerben az egyenlet transzformacio se-
gitségével irhato fel. Tobb elembdl allo szerkezet esetén szerkezeti egyenletre van sziikség,
amely formailag megegyezik a (14.86)-os egyenlettel. A vékony korhenger-héjelem eldnye,
hogy a hengeres szerkezet geometridjat pontosan irja le, ezéltal kisebb elemszam mellett is

pontos eredményt ad.

17.3.  Forgasszimmetrikus héjfeladatok — kiipos héjelem

A forgashéjak kozépfeliilete forgasfeliilet, amely az Gn. meridiangdrbe allo tengely koriili

forgatasaval jon 1étre [1]. Erre mutat példat a 17.2 abra.
h

4

k
A

Z

17.2 abra. Forgasszimmetrikus héj.
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A feliiletnek a meridiangorbék és a ra merdleges korvonalak a fogorbiileti vonalai. Ha a szer-
kezet terhelése is forgasszimmetrikus, akkor az ilyen tipust feladatoknal az elmozdulasmezd
csak a merididngorbe ivhosszanak fiiggvénye.

A meridiangorbét egyenes szakaszokkal modellezhetjiik, igy az eredeti héjszerkezetet k-
pos héjelemekkel kozelitjiik. A 17.3 abran lathato kupos héjelem geometriai jellemz6i a tech-
nikai héjelmélet egyenletei szerint:

g =s,H,=1,R =00, (17.35)

r
= ) H = r 1 R = L
9, =¢,H, 2= C0s 0

ahol s az ivhossz, ¢ a szogkoordinata, r a P pont sugara, € a kap fél nyilasszoge. Az alakval-
tozasi jellemzOk szamitasahoz sziikség van az r(s) kapcsolatra, ami a 17.3 abra alapjan:

r(s)y=ssin@+r, és %:sine. (17.36)

17.3 abra. Forgasszimmetrikus kupos héjelem és csomoponti paraméterei.

A technikai héjelmélet (14.67), (14.69) és (14.70) képletei alapjan az alakvaltozasi jellemzok:

B =P =—Ws, p,=0, p;=0, (17.37)
1, .
e=8,=Ug, & =¢, =F(u3|n9+wcose), 7, =0,
siné
K =K _W,ss' Ky =K, :_TW,S’ K1y =0.

A P pont érintirdnytl elmozduldsa v = 0 a forgasszimmetria miatt. Az elem lehetséges
merevtest-szerli mozgasa a Z iranyt, d értékii elmozdulas, amihez u = -d-cos@ és w = d-siné
elmozdulasok tartoznak (Id. 17.3 abra). Egy csomopontban harom szabadsagi fokot vesziink
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figyelembe: u (meridian irany elmozdulas), w (meridiangérbére merdleges iranyu elmozdu-
1as) és fs (a meridiangorbére merdleges irany koriili forgés a 17.3 4bra szerint), azaz az elem
hat szabadsagi foku. A meridian irdnyu elmozdulést linearis, a normalis iranyu elmozdulést
harmadfoku fiiggvénnyel interpolaljuk az ivkoordinata fiiggvényében:

ul [1 s 00 0 O
= » 3 |@=2a, (17.38)
w 0 01 s s° s =

ahol ¢ az ismeretlen egyiitthatok vektora:
T
a' =[a, a, a, a, a; a. (17.39)
A csomoponti elmozdulasok vektora:
vl W g 7]
ge = ul Wl ﬁsl u2 W2 ﬁsz : (1740)
Az ismeretlenek meghatarozasadhoz sziikséges feltételek:
us,) =a, +a,s, =U, (17.412)
W(s,) =a, +a,S, +aS +a,S. =W,,
, =
Bi(s)) =a, +2as8, +33,S; =By,
u(s,) =a, +a,s, =U,,
W(s,) =a, +a,S, +aS; +a,55 =W,,
, =
JoA (s;)=2a,+ 2a;s, +3a5S, = f3;,.

A megoldasok az egyiitthatokra kissé bonyolult képleteket adnak, ezért azokat itt nem
kozoljiik. Az elmozdulasfiiggvények felirhatok a kdvetkez6képpen is:

u(s) = N,u; + N,uU,, (17.42)
w(s) = N3VT/1 +N, ~sl + N5W2 +Ng ~52’
ahol N;, i = 1...6 interpolacios fuggvények:

S, —S
N,=—2—, N, =
S =S

S, —S
52_31’

(17.43)
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N _(5_52)2(351_52_25) _(5_52)2(51_5)
3~ v Ng = J
(52 _31)3 (52 _31)2
N. = (5_51)2(332_51_23) =_(S_51)2(32_S)
’ (52 _31)3 ° (52 _51)2
¢s:
u] [N, 0 0 N, 0 07 -
u= = u, =Nu,. (17.44)
w/i |0 N, N, 0 N, N, =

Az alakvaltozasi jellemzdket kiszamitva €s matrixba foglalva a kovetkezot kapjuk:

e=| *|=Bu,, (17.45)
L |=B

@

ahol az alakvaltozas-elmozdulas matrix:

% 0 0 aaNz 0 0
- S S
B= N;sind N,cosd N,cosd N,sind N;cosd Ngcosd | (17.46)
r r r r r r
A gorbiileteket is fejezziik ki matrix forméban:
K -
g:{ }:ng, (17.47)
K'q) ==
ahol
o _ON; _ON, 4 0N _O°N,
H - o5’ os° s’ os® | (17.48)
~ o _singdoN;  sind ON, 0 _sind Ny sind N,
r os r os r os r os

Az anyagtorvény alapjan a fesziiltségek:

o, =Ce=CBu,, (17.49)

o, =-2Cx=-2CHU,.
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Mivel mind a fajlagos nyulasok, mind a gorbiiletek vektora csak kételemi, ezért a konsti-
tutiv matrix is egyszertisodik:

c--°F F V] (17.50)

1-vZ|v 1

A teljes potencialba ezt betéve (hasonloan a korhenger-héjelemhez) a merevségi matrix a
lokalis koordinata-rendszerben:

Sz 3 1 3
0

EQT C"H)-2z(ssin@+r,)ds- (17.51)

=2

1

Itt figyelembe vettiik, hogy s1 = 0 és S = | €s igy r = s-sinf. A merevségi matrix egzakt
szamitasa elég bonyolult, ezért a végeselem programokban numerikusan, pl. a 12. fejezetben
bemutatott Gauss-féle szabaly alkalmazasaval szoktak szamitani az elemeket. A tehervektor
itt is két tagbol allithato eld. A koncentralt terhelések az egyes szabadsagi fokok alapjan a
kovetkezd:

~T

F

—€cC

:[Fsl Fnl M1 Fsz Fn2 Mz]’ (17.52)

ahol F a koncentralt er6ket, M a f elfordulassal azonos irany koncentralt nyomatékot jeloli.
A megoszlo6 erébdl adodo tehervektor az er6k munkajabol szamolhato:

| |
W, = [(p,u+ p,w)2zrds =T; [N’ [ ES } 2mrds=0, F,), (17.53)
0 0 n
tehat:
- ! p
F. :IQT{pS]Zﬁ(ssin9+ r,)ds. (17.54)
0 n

Figyelembe véve, hogy I-sin@ = rp-rq, valamint feltételezve, hogy ps €s pn is allando, a
kovetkez6t kapjuk:
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oA +2n,)

1
3 p.A(2r, +1,)
i p, (71, +3r,)

(17.55)

1
0 p,°(3r, +2r,)

i p,Ad@3r, +7r,)

L p,°%(2r, +3r,)

L 30
A lokalis koordinatarendszerben a csomoponti elmozdulasokat €s a reakciokat a szokasos:
(17.56)

(17.57)

Ee = Eec + Eep .

Tobb elem esetén a (14.86) szerkezeti egyenletre van sziikség. Mivel az elemek nem érin-
télegesen csatlakoznak, ezért tobb elem Osszekapcsoldsakor a feliileti lokalis koordinata-
rendszerben értelmezett elmozdulds-koordinatakat a globalis Z hossztengelyli hengerkoordi-

nata-rendszerbe kell transzformalni. A transzformacié a 17.3 abra alapjan:
u cosd -sing O U
w|=|sind cos® O W|=L'0. (17.58)
g Lo o 1]A
A merevségi matrix transzformacioja ez alapjan:
K, =2"K 2, (17.59)
ahol
.
0
T- h . } (17.60)
(17.61)
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A végeselemes egyenlet a globalis rendszerben egy elemre:

K.u.=F., (17.62)

valamint az egész szerkezetre:

KU=-F

E. (17.63)

A végeselmes szakirodalomban egyéb, pl. gorbiilt forgasszimmetrikus héjelemek is meg-
talalhatok [4,5,6], amelyek hasonldéan miikodnek a kupos héjelemhez.

17.4.  Vastagfali héjelemek

A haromdimenzids feladatok megoldésara a térbeli (SOLID) tipusu elemeket is alkalmazhat-
juk. A 17.4 abran egy 20 csomopontos izoparametrikus elem lathatd. Az izoparametrikus
elemeknél a geometriat és az elmozdulasmezdt ugyanazokkal az interpolacios fliggvényekkel
irjak le [1,4,5]:

X 20 Xi u 20 Ui
y :ZNi(é,Ulg) Yi sl V :ZNi(é:’ﬂ’é/) Vi |- (17.64)
z| z | lw| & W

17.4 abra. Masodfoku harom- és kétdimenzios elemek.

A vastaghéj-elemeket ennek mintdjara képezziik, ezekre kikotjiik, hogy az izoparametrikus
elem kozépfeliiletre merdleges oldalai legyenek egyenesek, vagyis a leképezés ebben az
iranyban linearis. Igy az elemet a ¢ = 0 kozépfeliileten 1évé 8 csomépont hatirozza meg.
Ahogy az a 17.4 abran lathato, a bazisvektorok iranya pontrol pontra valtozik, ezért a csomo-
ponti sorszamot az ,,i” indexben fogjuk jelolni. A vastaghéj-elem kozépfeliiletén 1év6 pontok
koordinatai:
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X 8 X 8
y =ZNi(6€:77) Yi +zNi(§!77)%tiDi1 (17.65)
7 i=1 7. i=1

ahol n; a kozépfeliilet csomoponti normalis egységvektoranak oszlopmatrixa, t; a falvastagsag
az adott csomoOpontban, N; pedig az interpolacios fliggvények. Az interpolacios fliggvények
megegyeznek a kvadratikus izoparametrikus sikmembran elem fiiggvényeivel (1d 12. fejezet).
Az interpolacios fliggvények tomor, vagy mas néven kompakt formaja:

N, =5 (L &)+ )+ -0, 1=1,3,5,7, (17.66)

— G &AW 122,468

ahol & és ni a csomopontok lokalis koordinatai. A kozépfeliileten a £ és 7 koordinatavonalak
nem ortogonalisak, ezért a bazisvektorokat a kdvetkezd képletekbdl szamitjuk ki:

Ri xR,

R.
W 1€, Zlﬁ‘ 1€ = €5 X1 (17.67)

‘—iﬂi

A csomodponti elmozdulas paraméterek az u;, vi, Wi elmozdulésok €s a fii és [ szogelfor-
duldsok. Igy nyolc csomopont esetén az elem 40 szabadsagi foki. Az n; vektor felirhato a
szogelfordulasok €s az e1j, €2i bazisvektorok segitségével:

N = Boe — B, (17.68)

ami a nyirasi deforméaciobol adodo plusz szogelforduldsok és ez altal az u és v ndvekményét
okozo6 tag. Igy az elmozdulasmezd képlete az izoparametrikus elvnek megfelelden:

u u; .
v ZN (&m) \7 Z (&)= t(ﬂZlell i) (17.69)
w W

Az elem merevségi matrixanak szdmitdsahoz irjuk fel az alakvaltozés és elmozdulas kap-
csolatat. Az elmozdulas paraméterek lokalis koordinatak szerinti derivaltjai:

[ ou | [ ON. 1 1 ]
— —iNn —=tlek Ztle
85 85 [ 2 |§ 2i 2 gll] _ G
ou | & 6N 1 1 ~
= zz —L1 —=tle) =tce . 17.70
877 o 877 [ 2 |é/ 2i 2 é/l|] gll- ( )
6_u Ni[o _ltie;i 1te*] =

| 0¢ | i 2 2 i
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sokhoz sziikség van a Jacobi matrixra és annak determinansara [1,4,5]:

A masik két elmozdulaskomponens esetén hasonld egyenletet kapunk. A tovabbi szamita-

9 0 0 9
¢ ox x ¢
2 =J 9 1| 2 =J7 21 (17.71)
on| ~|o | = |on
o o] |9 0
1o¢ | Lozl Loz | 0¢ |

A Jacobi matrix elemei a (17.65) kifejezés alapjan felirhatok. A globalis koordinata-
rendszerben az elmozduldskomponensek derivaltjai igy mar szintén felirhatok. Példaul az u
komponens derivaltjai matrix formaban:

ou ou
| a5 agy agr] o
%U _[36 g6y gL aa_: , (17.72)
aul 1950 9% 357 au
| 0z | | O¢ |

ahol a Jij('l) az inverz Jacobi matrix elemei. A (17.70) egyenlet alapjan erre a kdvetkezdt kap-
juk:

J aN LGN 1 ) N, aN,
Z 35 +35" a_l)ui __tiezi{é’(‘]l(ll Py +35" )+ IGON, }ﬂll

i1 (17.73)
+ ;tel,{g(.]( b %I\; +J1‘2” N, )+J1‘3”N },82, Z—u + GO By + 9 B,
ahol:
=¢(35" 5'\; +J5Y aN') JGON;, (17.74)
és:
9, :—%tigi, 9, :%tig”. (17.75)

A masik két derivaltat ez alapjan felirva:
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8
S =20 T ——tez.{:u( VT aP T aEN }ﬂl.
oy = 55 (17.76)
1 ON,; 6N,
+§tieli{§(J( 1) 65 ‘]( K ) ‘]2(31)N }ﬂZI ;Eu +Gy(gllﬂll + ngﬂZl)
8 8N ON. 1 ON, OoN
Z(Jéll) JeEzl) I)u _Etezu{g(‘]( ) 85 J?Ezl) I)"'Jésl)N }ﬂll
i=1
ON. OoN
+5 tell{é/(‘]( Y aé + ‘]( Y I)+‘]3£31)N }ﬂm Z_Zu +G (gllﬂll + g2lﬂ2l)
ahol:
=" %’\; + I aN') JEON,, (17.77)
8N ON.
é'(‘](l) é (1) |) Jésl)N
Matrix formaban irva:
fou]  [oN Tau
“u hdd G-X X G-X X -
6X . 8X i gll i ng 85
u :Z My G'ay G'9y a - (17.78)
oy | Oy on
u Ny Goy Gy a
| 07 | | 0z __64’_

A masik két komponens derivaltjai hasonlé mdodon eléallithatok. A derivaltak alapjan ez-
utan kiszamitjuk a B matrixot, ami az alakvaltozasi jellemz8k, €s a csomoponti paraméterek

kozotti kapcesolatot adja meg:

£ =BQ,, (17.79)

ahol U, a csoméponti paraméterek vektora a lokalis koordinata-rendszerben. Az alakvaltozasi
jellemzdk és a fesziiltségek vektora a globalis rendszerben:

T

£ =[8x & & Vg Yy y] (17.80)
T

o =[0'X o, O, T, Ty, sz]-

A lokalis rendszerben a Hooke-torvény jol ismert formaja:
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5-Cz, (17.81)

ahol C a rugalmassagi allandok matrixa:

1 v 0 0 0 0 ]
vy 10 0 0 0
000 O 0 0
1-v
g=l_E2 000 == 0 0 (17.82)
4 1-v
000 0 k—Y2 o
2
000 O 0 KkiV

A fenti matrix a kovetkezOkben tér el az altalanos térbeli esethez képest. A kozépfeliiletre
merdleges fesziiltség (3. sor, 3. oszlop) zérus. Mivel vastag héjelemrdl van sz6, ezért az elem
a vastagsag menti nyirofesziiltségek hatasat is figyelembe veszi, de csak, mint atlagértéket. Az
5. sor, 5. oszlop, valamint a 6. sor, 6. oszlop elemeinél a k = 5/6 egy nyirasi korrekcios faktor
[1,4,5]. Ennek oka, hogy a valdsagban a nyirofesziiltségek feltételezhetden parabolikus elosz-
lastiak és nem allandok, mint ahogy a héjmodellben ezt figyelembe vessziik. A k korrekcios
tényez6 a kétféle eloszlashoz tartozo alakvaltozasi energidk viszonya. Transzformaljuk at a
lokalis fesziiltség és alakvaltozasi vektorokat a globalis rendszerbe. A fesziiltségi és alakval-
tozasi jellemzdk transzforméciodja alapjan felirhatok a kovetkezdk:

, (17.83)

1A

;
g,0=T1

1Qq
1=

T-...
e,e=1 ¢,

1™

=

ahol T a transzformacios matrix térbeli fesziiltségi és alakvaltozasi allapotra, ennek szamitasa

a (11.62)-es képletek segitségével lehetséges. (17.83)-at visszatéve a Hooke-torvénybe:

To=CTe. (17.84)

Megszorozva az dsszefiiggést lfl -el:

T 'To=T 'CTe. (17.85)
I\/Iivellortogonélis matrix ezért: lfl'l=' = E, és lT = =71, azaz:
o=T'CTe. (17.86)

A transzformacios matrix [4]:
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2 2

2

Ili mli r]li Ili mli mli r-lli rlli Ili
2 2 2

I2i m2i r12i I2im2i m2in2i r]2i|2i
2 2 2

13 m3| r]3i I3i m3i m3i nSi r]C"»i|3i

1=
I

, (17.87)
2|1i|2i 2mli mZi 2rllinZi Ili mZi + I2imli mli nZi + mZinli r]1i|2i + nZiIli

2I2i|3i 2rT‘Zirn3i 2r]2in3i I2irn3i + IC"»irnZi m2in3i + m3in2i r]2i|3i + r-]E’»iIZi

_2|3illi 2rn:"»irnli 2r]3inli ISi mli + I1i m3i m3i r]li + mli rl3i r-]3i Ili + r-]1i|3i i

ahol az I;, m; és n; paraméterek a bazis-egységvektorok iranykoszinuszai az adott pontban
[4,7]:

l; =cos(i,e;), my; = COS(J@li) . =cos(k,e;), (17.88)
l,; =cos(i,e,), m, = Cos(j@zi) Ny =cos(k,e,),
l; = cos(i,ey;) , My =cos(j,e5), Ny =cos(k,ey).

A transzformacids matrixot ki kell szamitani a csomopontokban, valamint a numerikus
integralds miatt az integralasi pontokban is. A merevségi matrix a globalis koordinata-
rendszerben a (15.17) képlet alapjan kiszamithato:

K,=[B'TC'T Bdv = [B"TC'T" Bidédnd¢ (17.89)
V,

e Ve

ahol J a Jacobi determinans, amely (17.65) és (17.71) alapjan szamolhatd. A tehervektor ki-
szamitdsdhoz az elmozdulasmezdt irjuk fel a kdvetkezd formaban:

u(é,n,¢)=Nu,, (17.90)

ahol N az interpolacios polinomok matrixa. Ez alapjan a térfogati, feliileti és vonal menti erék
vektora a lokalis koordinata-rendszerben:

Fo=[N"pdv=[N"p Jdédnd¢, (17.91)
V, V,

F, - mT_ppdA: mT_pdegdn,
A A

£ -

el

IQT_p|dS’
S

amelyeket a 16. fejezetben bemutatott transzformacidhoz hasonldan kell a globalis rendszer-
ben felirni. A csomopontokban koncentralt erdk is miikddhetnek, ennek vektora hasonléan
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felirhat6, mint a lemezelemeknél. A magas csomdponti szam miatt itt ezt nem kozoljik. Vé-
giil a végeselemes egyensulyi egyenlet egy elemre a mar jol ismert formaban irhato fel:

K.u. =F., (17.92)

ahol F. a térfogati, feliileti, vonal menti és koncentralt terhelések vektoranak Gsszegeként
szamitandd. Végiil a szerkezeti egyenlet:

KU=F

(17.93)

17.5.  Atmeneti elem héjelem és térbeli elem dsszekapcsolasahoz

Osszetett szerkezeteknél sziikség lehet térbeli és vastag héjelemek egyideji hasznilatara is.
Ezek kozvetlenill nem csatlakoztathatok, mert a csomoponti szabadsagfokok nem azonosak.
Ilyen esetekben lehet sziikség a térbeli és vastag héjelemek kozotti atmeneti elemekre [1,4,5].
Egy kvadratikus 4tmeneti elemet mutat a 17.5 abra, ahol az 1-8 csomdpontok a térbeli olda-
lon, a 10-12 csomopontok pedig a vastag héj oldalan helyezkednek el.

17.5 abra. Atmeneti elem héjelem térbeli elem és dsszekapcsoldsdhoz.

Az elem geometriajat leird fiiggvény a kdvetkezo:

X % 13 X 13
y :ZNi(fﬂﬁg) Yi +ZNi(§!77) Yi +2Ni(§1n)%tini' (17.94)
7 i=1 ) i=9 _ i=9

Az i = 1...8 indexekhez tartozo bazisfiiggvények a (17.64)-el megadott térbeli (SOLID)
elem, az i = 9...13 indexekhez tartoz6 bazisfiiggvények pedig a (17.65)-el megadott vastag
héjelem megfeleld bazisfiiggvényei lesznek. Az igy Osszeallitott fiiggvényrendszer teljesiti a
kovetkezo feltételeket [1]:

2N+ 2 NG =1, (17.95)
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0, ha i#]

Ni(§j177j’é,j):{l ha i=j’
0, ha i#]
Ni(éjinj):{l ha i=j’

ahol &, nj és ¢&j a csomoponti koordinatak a lokalis rendszerben. Hasonldan a vastag héjelem-
hez, az elmozduldsmezd képlete:

<! &

+ZNi(§vn)%ti (52i§li _Eligzi)- (17.96)

=S < <

Gy
“SNEnD) T [+ 3N (En
i=1 V"\'/I i=8

=

Az 1-8 csomoOpontokhoz harom, a 9-13 csomodpontokhoz 6t szabadsagi fok tartozik. Az
elem tehat Osszesen 49 szabadsagi foku. A tovabbi szamitasok a vastag héjelemnél leirtak
alapjan végezhetok el.
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18. TERBELI FELADATOK VIZSGALATA VEGESELEM-
MOQSZEREN ALAPULO PROG RAMRENDSZEREK
SEGITSEGEVEL. 3D-S ELEMEK BEMUTATASA.

Egy szerkezet vagy test geometridja sok esetben nem modellezheté vonalként vagy feliilet-
ként, ekkor testként kell modellezniink. Egy ilyen test geometridja csak 3D-s elemekkel koze-
lithetd ugy, hogy ne kelljen elhanyagolni Iényeges részleteket. Bonyolult geometria eléfordul
egyszeriibb szerkezeteknél is. Példaul amikor egy hegesztett rudszerkezetet modelleziink,
akkor hasznalhatunk gerendaelemeket, ami a rudak fesziiltségallapotat képes modellezni. Ha a
csomopontokban a rudak csatlakozasi pontjanak fesziiltségallapotat is modellezni akarjuk,
akkor héjmodellt kell alkalmaznunk. Ha a hegesztési varratokat is vizsgaljuk, akkor testmo-
dellt alkalmazunk. Természetesen a részletesebb modellezés a csomodpontok és ezzel egyiitt a
szamitasok mennyiségét is jelentdsen noveli.

A 3D-s elemek lehetnek hexaéderek, tetraé¢derek, ritkdbban pentaéderek (ezek a hexaéde-
rekbdl képezhetbek) elsé-, masod- vagy magasabb foka alakfliggvényekkel leirhaté tipusai.

18.1. Hexaéder elemek

A hexaéder elemeket két egység élhossziisagu kockara képezziik le. Attdl fliggden, hogy mi-
lyen fokszamu polinommal akarjuk az alakot leirni, 8, 20, 32, ... csomdpontu elemet alkalma-
zunk.

A

18.1. abra: Hexaéder elem lokalis koordindtarendszere
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322 Végeselem-mdodszer

A lokalis koordinatarendszert a globalis koordinatakbol és az elem 2a, 2b, 2c élhosszaibol
hozzuk 1étre, amelynek koordinatai:

X — X¢
= , 18.1
4 " (18.1)
=" & (18.2)
g=t"% (18.3)
C
Ekkor a derivaltak:
de= 2% (18.4)
a
dn= d—g/ és (18.5)
d¢ = % (18.6)

18.1.1. 8 csomdpontu hexaéder elem
7

1
18.2. abra: 8 csomopontu hexaéder elem és a leképzett kocka

Ha a modellezni kivant test geometriajat linearis hexaéderekkel irjuk le, akkor 8 csomdponta
elemet alkalmazunk. Az elem alakjat az
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x=>"Ni(&m.$)-%, (18.7)
y=>Ni(&7.0) -y és (18.8)
z2=> Ni(&n.¢) 7, (18.9)

Osszefliggésekkel kozelitjlik, ahol Ni(é,n,é’ ) az i jelii csomdponthoz tartozo alakfiiggvény:

N; :%(1+§§i)(1+7777i)(1+§§i)' (18.10)

ahol &,7,,¢, az i jeli csomopont lokalis koordinatai.
Az alakfiiggvény globalis ¢€s lokalis derivaltjai kozt a J Jacobi-matrix irja le a kapesola-
tot:

8|okNi(§:Uv§): iléglobNi(§1U:§)J’ ahol (18.11)
oy @
0§ 05 0OE
P A e (18.12)
= |on oOn oOn
x oy @
| 0¢ 0& O¢ |

Az alakfiiggvények a (3.20) egyenlethez hasonld interpolacios fliggvények. Azokat fel-
hasznalhatjuk az elem elmozdulasanak kozelitésére, igy nem kell bevezetiink 0j interpolacios
fliggvényeket, hanem nyolc csomdponti hexaéder elem esetén a (18.10) alakfliggvényket
hasznaljuk.

U=2Ni(§,f7,é“)'uw
V:ZNi(%gJ?,é,)‘Viv

W=ZNi(§,77,§)'Wi-

Az igy leirt elemeket izoparametrikus elemeknek nevezziik.

© Oldal Istvan, SZIE www.tankonyvtar.hu




324 Végeselem-mdodszer

18.1.2. 20 csomopontu hexaéder elem
7

I
®
I
I
I
1
I
I
1

18.3. abra: 20 csomopontu hexaéder elem és a leképzett kocka

Ha a modellezni kivant test geometriajat masodfokt hexaéderekkel irjuk le, akkor 20 csomo-
pontt elemet alkalmazunk. Az elem alakjat az

X:ZNi(é:J?aé,)‘Xi,
y=>N(&nm.0) Y és
z =2Ni(§’77’§)'zi

Osszefliggésekkel kozelitjiik, ahol Ni(f,n,g“ ) az i csomoponthoz tartozo alakfiiggvény. 20

csomopontu kocka esetében meg kell kiilonboztetniink a sarokban 1évé csomopontok €s az
¢élek kozepén 1évo csomopontokat.

A sarokban 1év6 csomopontok esetében az alakfiiggvény:
1
Ny =5 (@ &) XL+ & NG+ + 66— 2), (18.13)

ahol &,7n,,¢, az i sarokpont lokalis koordinatai.

Az ¢élek kdzepén 1évé csomopontok esetében az alakfiiggvény,
ha & =0, akkor

N =3 - o &), (18.14)
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Ha 7, = 0, akkor
N = 0+ & )a-n )i+ &), (18.15
Ha ¢ =0, akkor
N; =%(1+ & YL+ )¢, (18.16)

ahol &,7.,¢, az 1 élkdzéppont lokalis koordinatai.
Hasonl6an a 8 csomdpontu elemhez, az alakfliggvény globalis és lokalis derivaltjai kozt a
J Jacobi-matrix irja le a kapcsolatot:

5IokNi(§lT71é/): ilaglobNi(§1ﬂn§)J’ ahol

x oy a
o0& o0& o0&
j-| X ¥ a
=_677 on on |
x oy @
| 9¢ 0¢ 0¢

Ha a (18.13)-(18.16) alakfiiggvényeket hasznaljuk a hiisz csomdponti hexaéder elem el-
mozdulasanak kozelitésére is, akkor az elemeket izoparametrikus elemeknek nevezziik.

18.1.3. 32 csomopontu hexaéder elem

=N ]
O-=0-—-0--9

0
!
1
1
(o]
T
1
I
1
1
|
o

18.4. abra: 32 csomopontu hexaéder elem és a leképzett kocka

Ha a modellezni kivant test geometriajat harmadfoka hexaéderekkel irjuk le, akkor 32 csomo-
pontu elemet alkalmazunk. Az elem alakjat az
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x=Y N(&n.8) %,
y=>Ni(&n.0) y és
z ZZNi(é,U,J)-Zi

Osszefliggésekkel kozelitjiik, ahol Ni(f,n,g“ ) az i csomoéponthoz tartozé alakfiiggvény. 32

csomopont kocka esetében meg kell kiillonboztetniink a sarokban 1évé csomdpontok és az
¢lek mentén 1€vé csomopontokat.

A sarokban 1év6 csomoOpontok esetében az alakfiiggvény:

N, = o (L G X o & Jole? 7+ ¢)-19]

(18.17)
ahol &,7,,¢, az i sarokpont lokalis koordinatai.
Az ¢élek harmadol6 pontjaiban az alakfliggvény,
ha & =i£, akkor
3
9 2
N, = o - Nar oz v it &), (18.18)
1
Ha n, =+ =, akkor
3
9 2
N, =a(1+§§i)(1—;7 Y+ 97, YL+ &Z,). (18.19)
1
Ha ¢, :i§’ akkor
N, =%(1+ & N1+ nn -2 J1+942), (18.20)

ahol &,7n,,¢; az i jelt élmenti csomopont lokalis koordinatai.

Hasonloan az el6z6ekhez, az alakfliggveny globalis és lokalis derivaltjai kozt a J Jacobi-
matrix irja le a kapcsolatot:

OrokN; (5' m é’) = ilaglobNi (SC’ 1, 4’)J, ahol

www.tankonyvtar.hu
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x oy o]
0 OF 8&
Jo|x ¥y
= |on on on|
ox oy o
| 0§ 0¢ O |

Ha a (18.17)-(18.20) alakfiiggvényket hasznaljuk a harminckét csomdpontt hexaéder elem
elmozduldsanak kozelitésére, akkor az elemeket izoparametrikus elemeknek nevezziik.

18.1.4. Pentaéder elemek

Pentaéder elemek koziil a prizma és a gtla tipusu fordul eld végeselem alkalmazéasokban, ahol

c gy

18.2. Tetraéder elemek

Tetraéder elemeknél az alakfiiggvényeket kétféle lokalis koordinatarendszerben lehet defini-
alni: egységnyi €lhosszusagu tetraédert alkotd koordinatarendszerben ¢€s térfogati koordinata-
rendszerben (ez utobbit alkalmazza pl. az ANSYS). Mindkét leirast ismertetjiik.

Az elsé esetben a tetraéder egyik sarkat jeloljiik ki a lokalis koordinatarendszer kezddpontja-

nak (18.5. abra). c
A

18.5. abra: Tetraéder egységnyi élhosszusdagu lokalis koordinatarendszere

Ebbdl a pontbol induld a, b, ¢ élhosszak segitségével a lokalis koordinatak:

¢= : (18.21)
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Y= Vn g (18.22)

L (18.23)

Térfogati koordinatarendszert a kvetkezd egyenletrendszerrel definidljuk:
X=LXx +LX, +Lx+L,X,,
y=Lyi+ LY, + Ly + LY, (18.24)
z=Lz +Lz, +Lz,+L,z,
1=L+L +L+L,
Az X, Y,z egy belsé pont globalis koordinatai, X, ..., Z, a sarokpontok globalis koordina-

tai, Ly, ..., L, atérfogati koordinatdk. Megoldva a (18.24) egyenletrendszert, a térfogati koor-
dinatak:

I_1:a1+blx+cly+dlz
6V

a, +b,x+c,y+d,z
L, = & ,

L= a, +bx+cy+d,z
6V )
_a,+bx+c,y+d,z

L, , ahol
6V

a, ..., d, konstansok, V a tetraéder térfogata. Az Osszefiiggések atalakitasaval az egyes koor-

dinatak egy tetraéderen beliili P pontra megkaphatdak, ha a P pontbol indulva négy tetra-
éderre osztjuk fel az eredeti testet.
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1

NN
) N

18.6. abra: Tetraéder felosztasa terfogati koordinatikhoz

Ekkor P egyes sarkokhoz tartozd térfogati koordinatai az adott sarokkal szemben 1évé kis
tetraéder €s az eredeti tetraéder térfogatanak hanyadosaként adddnak (18.6. abra):

I—1 _ Vp234 1 L2 — Vp134 , |_3 — VP124 1 L4 — VP123 ) (1825)
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18.2.1. 4 csomdpontu tetraéder elem
4

2

18.7. dbra: 4 csomdpontii tetraéder elem és leképezése &,n,¢ koordindtdkra

Ha a modellezni kivant test geometriajat linearis tetraéderekkel irjuk le, akkor 4 csomoéponti
elemet alkalmazunk. Az elem alakjat az &£,77,¢ koordinatarendszerben:

x= > Ni(&7.8)-x,
VZZNi(é??,C)'yi es
z :zNi(gaﬂvg)'Zi

Osszefliggésekkel kozelitjiik, ahol Ni(ﬁ,n,é’ ) az i jelti csomoponthoz tartozo alakfiggvény:

N,=1-&-n-¢, (18.26)
N,=¢&, (18.27)
N, =7, (18.28)
N,=¢. (18.29)

Térfogati koordinatarendszerben az alakot:
X :zNi(Ll’ L, L, L4)‘ X
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yzzNi(Iﬂ'Lz!Ls’Lzl)' y; ¢s

z :ZNi(Li’ Lo, L, L4)' Z;

Osszefiiggésekkel kozelitjiik, ahol Ni(Ll, L, L, L4) az i jeli csomoponthoz tartozo6 alakfiigg-

vény:

N, =L, (18.30)
N,=L,, (18.31)
N, = L, (18.32)
N,=L,. (18.33)

4

18.8. dbra: 10 csomdponti tetraéder elem és leképezése &£,n,¢ koordindtdkra

Ha a modellezni kivant test geometridjat masodfoku tetraéderekkel irjuk le, akkor 10 csomo-
pontu elemet alkalmazunk. Az elem alakjat az &,7,4 koordinatarendszerben:

x=> N(&m¢) %,

y:ZNi(é’?’()‘Vi és
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z =zNi(§’n’§)'Zi

Osszefliggésekkel kozelitjiik, ahol Ni(f,n,é’ ) az i csomoponthoz tartoz6 alakfiiggvény sar-
kokban:

N,=1-&-n-¢-26Q-¢-n—¢)-201-&-n—¢) 261~ & ~n—Q),
N, =& -26(Q-¢-n-¢)-257 -2&
Ny =1 -28n -2n(l-&-n—¢)-2n¢
N, =¢-2& -2n¢ -26(1-¢-n-¢).
Elek kézepén 1év6 csomodpontokban:
Ny =451-¢-n-¢),
N = 4&7,
N, =4n(l—¢-n-¢),
N, =4&,
Ng =4n¢

Ny =4¢(1-¢-n-¢).

Térfogati koordinatarendszerben az alakot:
x=2 Ni(L Ly L, L) %,
y=2 Nl L L, L)y és
2= Ni(L, L L L) 2

Osszefliggésekkel kozelitjiik, ahol Ni(Li, L, L, L4) az 1 jelti csomoponthoz tartozé alakfiigg-
vény.
Sarokpontokban az alakfiiggvények:

N, =L, (2L, -1),
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N, =L,(2L, -1),
N, = L;(2L, -1),

N, = L,(2L, -1).

Elkozépen:
N, =4LL,,
N, =4L,L,,
N, =4LL,
N =4L,L,,
N, =4L,L,,
N,, =4LL,.

Ebben az esetben mar lathato a térfogati koordinatarendszer elénye, ahol az alakfiiggvé-

nyek formailag egyszeriibbek és egymashoz hasonléak.
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18.2.3. 20 csomopontu tetraéder elem

18.9. abra: 20 csomopontu tetraéder elem

Ha a modellezni kivant test geometridjat harmadfoku tetraéderekkel irjuk le, akkor 20 csomo-
pontu elemet alkalmazunk.

Az egyszeriibb forma miatt itt mar csak a térfogati koordinatarendszerben torténd leirasat
mutatjuk be. Térfogati koordinatarendszerben az alakot:

XzzNi(Ll’LZ'LS’L4)'Xi'
y:ZNi(Iﬂ’Lz'Ls’Lzl)‘ yi ¢€s
z :ZNi(L1’L21L3’L4)'Zi

Osszefiiggésekkel kozelitjlik, ahol Ni(Ll, L, L, L4) az i csomoponthoz tartozo alakfiiggvény.
Sarokpontokban az alakfiiggvények:

N, =2 L, (3L - 1L - 2),

N, = % L, (3L, -1)3L, - 2),

www.tankonyvtar.hu
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M=%QGQ—D@§—@,

N, = % L, (3L, —1)3L, - 2).

Elkozépen:
M=%h%@k—ﬂ,m=%h%@Q—ﬂ,
N, =2 LLBL -1), Ny = LL (3L 1)
N, :gL1L4(3L1—1), N10=%L1L4(3L4—1),
NM=%|_2L3(3L2—1), N12=%L2L3(3L3 -1),
N13:%L3L4(3L3 -1), N14:%L3L4(3L4—1),

9 9
N;s = E L2|-4(3|—2 _1)’ N;s = E L2L4(3L4 _1)-

Lapkozépen:

Ny, =27L L1,

Njg = 27'—1'—2'-4’
Ny =271 L5L,,

Nzo = 27'—2'—3'-4-

18.3.  Hierarchikus alakfiiggvények

A magasabb rendii elemek esetében alkalmazhatoak a hierarchikus alakfiiggvények, amelyek
a sarkokban eredeti fokszamuak, de az ¢l vagy lap mentén alacsonyabb fokszamu fliggvé-
nyekbdl épiilnek fel.

18.4. Merevségi matrix és csomoponti terhelések eloallitasa
18.4.1. Gauss-féle numerikus integralds

A végeselem-modszerrel torténd problémamegoldashoz sziikség van a merevségi egyenletet
elemeinek (merevségi matrix, csomoponti terhelésvektorok) eldallitdsara. Ezeket integralassal
allitjuk el6 a 3.5. fejezetben bemutatott modon. Az integralokat gyakran nem lehet zart alak-
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ban eldallitani, ezért numerikus integralast kell alkalmaznunk. A Gauss-féle numerikus integ-
ralas V térfogaton értelmezett, harom dimenzios F(X, Y, Z) fliggvény esetére:

.[F(X' y, z)dV :m F(x,y,2)dxdydz = Zzzk:vvinWkF(xi,yj,Zk),

ahol:
- W, w;, W, : sulyfaktorok,

X YrZ ! Gauss féle koordinatak.

Ha &, n, & lokalis koordinatakra attériink, akkor:
J]] F(x,y,z)dxdydz = J]:[ F(& 7, &)det (£, 7, S dadmds =

:zz;v\/lewk deti(é:i,npé/k)lz(é:i!nj’é/k)’

ahol:
- W, W,;,W,: Gauss féle sulyfaktorok,

—  &i1;,6, - Gauss feéle (lokalis) koordinatak,
— J : Jacobi-matrix.

18.4.2. 3D-s elemek merevségi matrixanak eloallitasa

A (3.23.) merevségi matrixot izoparametrikus elemek esetében az alakfiiggvényekkel allitjuk
eld:

[B.(r)] CB.(r)dV, ahol a

=<
Il
Se—_—

Legyen F_(x,y,z) figgvény:

E.(xy,2)=[B.(x.y,2)] CB.(x,y,2),

akkor egy hexaéder elem merevségi matrixa:

JE X,y,z)dV =
Ve

H‘—,'_\

ﬁg (&7, $)det I(&, m, ¢ d&dmd =
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- ZZZW.WJWK deti(é:i’njié’k )Ee(é:i’nj’é/k)

18.4.3. Csomoponti terhelések eloallitasa térfogati terhelésbol

A csomoponti terheléseket a térfogati és a feliileti terhelésekbdl szamitjuk. (3.24) szerint a
térfogati terhelésbol:

qu = Jme(l)]Tg dV '
v,
Bevezetve f qe(x, y,z) fliggvényt:

0y 2)=[N,0f q,

egy hexaéder elem térfogati terhelésbdl szamitott csomdponti terhelése:

quz.[i xyz dV

Ve

H'—"_‘

H (&7, &)det (&, 77, S)d&dmdS =

- ZZZWinWk deti(é:i 117 Sk )iqe(éi 177 ’é/k)

18.4.4. Csomoponti terhelések eloallitasa feliileti terhelésbal
(3.25) szerint a feltileti terhelésbol:

18.10. abra: Feliileti normalis meghatarozasa
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A ¢ =1 koordinataju feliilet egy tetszéleges pontjaban a, és a, érintdk meghatarozhatoak:

Ezek ismeretében a feliiletre normalis a, vektor:
;=8 Xa,.

Az alakfliggvényt lesziikitjiik a feliiletre:
N(&m)=Ni(&m.¢ =1).

Ekkor az érint6k:

8N f i oN; (S, . oN; (¢,
Z i Z%Vtha(—g”)zi-_,

or aN
a, =% = z 6877 |+z J+Z 577) K.
on
Ekkor az elemi feliileten az erdvektor:

pdA=—p-dA=—p(a, xa,)d&dn =—pa,d&dn.

Ezt a (3.25)-be helyettesitve:

= IL rpdA——”L (&n)] padady.

-1-1

Bevezetve f pe(g,n) fliggvényt:

f.Em =[N, En) pa,

egy hexaéder elem feliileti terhelésbol szamitott csomdponti terhelése:

[ [ (emazan- IRIARCEAL

-1-1
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19. TERBELI FELADATOK VIZSGALATA VEGESELEM-
MODSZEREN ALAPULO PROGRAMRENDSZEREK
SEGITSEGEVEL. 3D-S ELEMEK ALKALMAZASA.

19.1. Geometriai modell létrehozasa

A testek geometriai modellje 3D-s elemek hasznalatakor megegyezik az eredeti alakkal. A
mai szamitasi kapacitdsok mellett szinte barmilyen bonyolultsagu, dsszetett szerkezet belatha-
t6 1don beliil megoldhato (linedrisan rugalmas anyag, statikai probléma). Sok esetben azonban
folosleges a teljes, részletes geometria modellezése. A szamitési igény csokkenthetd, és nem-
linearis problémak esetében a feladat megoldhatdsaganak is feltétele lehet az eredeti alak mo-
dositasa. Ennek néhany lehetségét a kovetkezOkben mutatjuk be ANSYS Workbench prog-
rammal.

A test geometrigjat kétféle modon vihetjilk be a programba: a végeselem szoftver sajat
geometriai modellezé moduljaval, vagy 3D tervezdszoftverekbdl geometriai modellek impor-
talasaval.

19.1.1. Eredeti geometria kiegészitése

A geometriai modell elkészitésekor altalaban nem elegendd csak a test geometridjanak digita-
lizalasa, 1étre kell hozni azokat a feliileteket ahol:

— terheléseket, kényszereket adunk meg,
— halot akarunk moédositani,
— eredményeket akarunk abrazolni.

A késObbiekben csak ugy végezhetjiik el ezeket a miiveleteket, ha létezik olyan feliilet,
amire hivatkozhatunk.

A 19.1. abran lathatunk egy példat feliilet definidlasara. Az eredeti geometria létrehozasa-
kor a henger feliilete 6sszefliggd, de tudjuk, hogy csak egy része kap terhelést. Azt a feliiletet
kiilon kell valasztani, mert arra fogunk hivatkozni az erd, nyomas, elmozdulas, stb. megada-
sakor.

19.1. abra: Feliilet létrehozasa hengerpalaston
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19.1.2. Elek, sarkok modellezése

A 3D modellek az élek, sarkok letoréseit, lekerekitéseit tartalmazzak. Azonban a szamitasi
igény csokkentése érdekében érdemes kivalasztani, hogy melyeket sziikséges modellezniink
és melyeket nem. Altalanos elvként elmondhatjuk, hogy a terheletlen részeken felesleges,
viszont a fesziiltségcsucsok kozelében 1ényeges a részletes modell. A 19.2. dbran feltételez-
ziik, hogy a tengely két végén vannak a terhelések és kényszerek. Ebben az esetben a pirossal
jelolt élek letorésének részletezése csak a modell bonyolultsagat noveli, I1ényeges informaciot
nem ad. A zolddel jelzett feliilet lekerekitése viszont meghatarozo lesz a testben ébredé ma-
ximalis fesziiltségre, igy annak elhagyésa a fesziiltségcsucsok szamitdsat megbizhatatlanna
teszi.

Ennél a modellnél a z61d feliilet lekerekitési sugarat megadjuk és a modellben szerepel, a
pirossal jelolt élek letdrését nem abrazoljuk, a modellen sarkosan hagyjuk.

19.2. dbra: Elek, sarkok modellezése

19.1.3. Terheletlen részek modellezése

A test terheletlen részeit a modellezéskor elhagyhatjuk. Ha tudjuk, hogy a 19.3. édbran lathato,
1épcsds tengelyre forrasztott lemezre egy diszitd vagy informaciods tablat fognak csavarozni,
akkor annak hatasa elhanyagolhato, a fiilet elhagyhatjuk modelliinkbdl.
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19.3. abra: Terheletlen részek modellezése

19.1.4. Szimmetrikus alkatrészek modellezése

Szimmetrikus test modellezésekor kihasznalhatjuk ezt a tulajdonsagot, ha a terhelések is
szimmetrikusak. Elegendé a test felét, kettGs szimmetria esetén a negyedét modellezni (19.4.
abra), és a metszett feliileten a megfeleld kényszereket alkalmazni az elhagyott részek hatasa-
nak modellezésére. Ez a modszer szilardsagi vizsgalatok esetében jol, stabilitasi €s sajatfrek-
vencia problémak esetében korlatozottan hasznalhato.

a) egyszeres szimmetria b) kettds szimmetria

19.4. abra: Szimmetria tulajdonsag kihaszndldsa

19.2.  Végeselem-modell létrehozasa

A testek geometrigjat elemekre bontjuk, a felosztast a 18. fejezetben bemutatott elemtipusok
alkalmazésaval végezziik. Az elemekre bontast halézasnak nevezziik. A halozast a szoftver
végzi el, a megfelelé eredmény érdekében néhany paramétert meg kell adnunk (vagy modosi-
tanunk az alapbedllitast), a két legfontosabb az elem tipusa és mérete.
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19.2.1. Halozas beallitasai

A klasszikus szoftvereknél az elemtipust ki kellett valasztani, majd az elemek méretét vagy
szamat be kellett allitani, és csak ezutan végezhetjiik el a halozast. A modern szoftverek ese-
tében, ha nem allitunk be egyetlen paramétert sem, akkor is elvégezhetd a halozas. Ekkor a
program egy alapbeallitast alkalmaz, ami egy hozzavet6leges szamitashoz megfelelhet, az
eredmények ebben az esetben csak tdjékoztatd jelleglinek fogadhatoak el. Az esetek dontd
tobbségében az adott feladatra alkalmas, jo kozelitést eredményezd halot csak a megfeleld
beallitasok utan kapjuk meg. A kovetkezékben megvizsgaljuk az elem tipusa és mérete bealli-
tasainak hatasat.

19.2.2. Elemmeéret hatasa

Az elézd fejezetben bemutatott, egyik végén befogott, egy erdvel terhelt 1épcsds tengelyt
vizsgaljuk kiilonbozd beallitasok mellett. A 19.5 &bran az alapbeallitdsokkal végeztiik el a
halozast. Lathato, hogy tetraéderekkel egy durva halot kaptunk. A maximalis redukalt fesziilt-
ség értecke 48MPa.

19.5. abra: VEM halo alapbeallitassal és a szamitott redukalt fesziiltség (MPa)

Allitsuk be az atlagos elemméretet Smm-re, a halo finomabb és a szamitott redukalt fesziiltség
értéke 55MPa értékre novekszik.

55,248 Max
49,125
| 43003

19.6. abra: Smm-es atlagos elemmeéret és a szamitott redukalt fesziiltség (MPa)
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Az mindkét esetben jol lathatd, hogy a kritikus rész az atmérévaltozasnal van, a belsé lekere-
kitett sarokban. Ilyen esetben, amikor ismerjiik a kritikus tartomanyt, nem érdemes a tovabbi
halofinomitast a teljes geometrian elvégezni. Csokkentsiik tovabb az elemméretet, de mar
csak a kritikus részen és vizsgaljuk meg ennek hatésat.

Az Smm atlagos elemméret mellett a kritikus részen csokkentsiik az elemmeéretet 2mm-re.

67,445 Max

19.7. abra: Smm-es datlagos, 2mm-es elemmeéret a kritikus részenés a szamitott redukalt fesziiltség

(MPa)

A 19.7. abrén lathato, hogy a tovabbi elemméret-csokkentés ismét 12 MPa fesziiltségnoveke-
dést eredményezett a szamitasokban. Amig az eredmények ilyen érzékenyek a halora, addig
biztosan nem vagyunk a megoldas kozelében, ezért tovabb csokkentjiik az elemméretet Imm-
re a Kritikus részen.

A tovabbi halofinomitas mar nem okozott jelentds valtozast az eredményben, tehat a meg-
oldasunk kezd konvergélni. A megoldast megkozelitettiik, a tovabbi haléfinomitas mar nem
okoz szdmottevd valtozast az eredményben. (Megjegyezziik, hogy az elemméretet megfelez-
tiik, ami az elemszam hatvanyozott novekedését jelenti. Hairom dimenzidban ez kdzel egy
nagysagrenddel megnoveli az elemszadmot a kritikus részen.)

Ellendrzésképp nézziink egy sokkal finomabb halot, a kritikus részen 0,5mm elemméret-
tel. A 19.8. abran lathat6, hogy ez kevesebb, mint 0,5% valtozast okoz az eredményben.
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19.8. abra: Smm-es atlagos, 0,5mm-es elemmeéret a kritikus részenés a szamitott redukalt fesziilt-
ség (MPa)

19.2.3. Elemtipus hatdisa

Vizsgaljuk meg, hogy az elédzdekben bemutatott 10 csomopontt tertraéder elemekhez képest
(ami masodfoku kozelitd polinomokat jelent) milyen valtozast jelent, ha 4 csomopontl tetraé-
dereket alkalmazunk (linearis kozelité fiiggvények). Varhatoéan a kozelitd fliiggvények fok-
szamanak csokkenése az eredményekre negativ hatassal lesz. Az elemtipus tetraéder maradt,
csak az elemen beliili csomopontok szama csokkent le. Igy nem a halot mutatjuk be (azonos a
19.5-8. abrakkal), hanem a bel6liikk szamitott redukalt fesziiltségek értékeit hasonlitjuk Gssze
az azonos halo, és elemszam, de valtozé csomopontok esetén.
36,471 Max
32,458

| 25485
L] 24453

10 csomopontu tetraéder 4 csomopontu tetraéder

19.9. abra: Szamitott redukalt fesziiltseg (MPa) kiilonbozo tetraéderek esetében, elemmeéret az
alapbeallitasnak megfeleld

A 19.9. 4bran lathato, hogy a 4 csomdpontu tetraéder a hengeres geometriat sem tudta jol ko-
zeliteni, mert a linearis kozelitd fliggvények miatt az egyes elemek oldalai sikok, ellentétben a
10 csomoponta elemmel, amelynek oldalai lehetnek gorbiiltek.

© Oldal Istvan, SZIE www.tankonyvtar.hu




Végeselem-mddszer

10 csomoOpont tetraéder 4 csomodpontu tetraé¢der

19.10. abra: Szamitott redukalt fesziiltség (MPa) kiilonbozo tetraéderek esetében, Smm atlagos
elemméret mellett

A lekerekités sugara 3mm, ezért a 4 csomoOpontu tetraéder esetében nem sokat valtozott a ma-
ximalis fesziiltség az alapbedllitashoz képest. A kdvetkezd 1épésben a lekerekitésnél 2mm-re
allitjuk az elemmeéretet, ami varhatdan javitja az eredmény pontossagat.

67,445 Max
59,969
52,493
45017
37,54
—{ 30,064
tl

10 csomodpontu tetraé¢der 4 csomopontu tetraéder

19.11. abra: Szamitott redukalt fesziiltség (MPa) kiilonbozd tetraéderek esetében, Smm dtlagos,
2mm elemméret a kritikus részen

A 19.11. 4bran lathato, hogy a lekerekités sugaranal kisebb elemek alkalmazasa sokat javitott
az eredmény pontossagan. Amig a 10 csomdpontu elem esetében ez mar a valdédi eredmény
megkozelitését jelentette, addig a 4 csomopontt elemnél még jelentds az eltérés. Nézziik meg,
hogy a tovabbi halofinomitas, ami a 10 csomépontt elemnél mar a megoldast jelentette, mi-

lyen hatassal lesz a 4 csomopontu elemre.
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10 csomdpontu tetraé¢der 4 csomopontu tetraéder

19.12. abra: Szamitott redukalt fesziiltség (MPa) kiilonbozd tetraéderek esetében, Smm dtlagos,
Imm elemmeret a kritikus részen

64,475 Max

69,326 Max

61,63 57,344
53,933 50,213
46,237 43,082
38,541 35,951
30,845 28,82
23,149 21,689
15,453 14,558

7,7565
0,060

74273
0,296

10 csomodpontu tetraé¢der 4 csomopontu tetraéder

19.13. abra: Szamitott redukalt fesziiltség (MPa) kiilonbozo tetraéderek esetében, Smm dtlagos,
0,5mm elemmeéret a kritikus részen

A 19.12. és 19.13. abrakon lathatd, hogy a 4 csomopontu elem nagyon finom héld esetében
sem konvergal a megoldashoz. A 10 csomoOpontu tetraéder alkalmazdsakor mar két nagysag-
renddel kevesebb elem esetében is elfogadhatdo megoldast kaptunk. Ebbdl azt a kovetkeztetést
vonhatjuk le, hogy a 4 csomdpontl elemek alkalmazasat el kell keriilniink gorbiilt geometridk
esetében, azaz szinte minden esetben.

19.3. Peremfeltételek

A VEM modellezés 1ényeges eleme a peremfeltételek helyes beéllitasa. A halozaskor nem
kovetlink el hibat, ha magasabb rendi modellt és finomabb halot valasztunk. A szamitési
igényt feleslegesen megndveljiik, de az eredmények jok lesznek. A peremfeltételek beallitasi
hib4ja azonban az eredményekben attél fiiggetleniil megjelenik, hogy milyen j6 maga a halo-
zas. A peremfeltétel hibajat sok esetben a finomabb halé tovabb noveli.
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19.3.1. Terhelések

A valosagos testeket feliileten és térfogaton megoszl6 terhelések érik. Alacsonyabb dimenzio-
ji modellezés esetén a terhelések is lehetnek koncentraltak vagy vonal mentén megoszloak.
Ezek alkalmazasa 3D modellen hiba, amely a halé finomitasakor egyre fokozottabban jelent-
kezik.

A 19.14. adbran egy 20mm ¢élhossziisaghi kocka egyik oldaldnak kozepét terheljiik 100N
nagysagu koncentralt erével, a kockat a masik oldalon befogjuk. Vizsgaljuk meg, hogy mek-
kora fesziiltséget kapunk a szamitasbol kiilonbozoé elemméret mellett.

19.14. abra: Lapkézépen terhelt kocka

Ha az erd a teljes lapon nyoméasként miikodik, akkor

__100N___4o5vpa

o=F
A 20mm-20mm

normal fesziiltség ébred a teljes keresztmetszetben. Ha hibasan a lap helyett pontba definial-
juk az erét, akkor a kiillonb6z6 elemméret mellett a kovetkezd redukalt fesziiltségeket kapjuk.

1,3007
1,0671
0,83353
0,59985
0,36637
0,13279 Min

19.15. abra: Egy pontban terhelt kockaban szamitott fesziiltségek MPa-ban(10mm elemméret)
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7,3881 Max
B,5695

5,751

4,9324
41138
3,2953
24767
1,6521
0,83956
0,020989 Min

19.16. abra: Egy pontban terhelt kockaban szamitott fesziiltségek MPa-ban(5Smm elemméret)

44,986 Max
39,988

34,99

29,992

24,994

19,996

14,998

10

5,0025
0,0045286 Min

19.17. dbra: Egy pontban terhelt kockaban szamitott fesziiltségek MPa-ban(2mm elemméret)

179,66 Max
148,7

139,74

118,77

99,813

79,85

59,888

39,926

19,964
0,0012998 Min

19.18. abra: Egy pontban terhelt kockaban szamitott fesziiltségek MPa-ban(1mm elemméret)

Megfigyelhetd, hogy az elemméret csokkentésével (az elemszdm ndvelésével) a szamitott
redukalt fesziiltség monoton novekszik. (19.19. abra) Az elemméret csokkentésével egyre
jobban megkozelitjiik az elméleti pontszerii terhelésbevitelt, amihez végtelen nagysagu fe-
sziiltség tartozik. Hasonld eredményre vezet, ha él mentén definialunk terhelést.
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3D-s modellek esetében csak feliileten és térfogaton megoszlé terheléseket alkalmaz-
hatunk. Kiilon nem elemezziik, de ha vonal- vagy héjelemet kozvetleniil kapcsolunk a test-
hez, az is hasonl6 problémakat okoz.

200
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o

Red. fesz. [MPa]
[N
© O
o o

60 /
40 /
w0l

/
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Elemszam

19.19. abra Redukalt fesziiltség az elemszam fiiggvényében

19.3.2. Kényszerek

A testek modellezésekor a kényszerek definialasat is koriiltekintéen kell elvégezni. Mivel a
kényszerek végteleniil merevek, igy nem vart és a valdsdgban nem is 1étez6 fesziiltségeket és
alakvaltozasokat okozhatnak a szdmitasokban. A kényszerek esetében ez nem mindig jelent-
kezik olyan markansan, mint az el6z6 fejezetben bemutatott koncentralt er6 esetében. Ez azért
okozhat problémat, mert nem mindig kénny észrevenni.

Vizsgaljunk meg egy egyik végén befogott, masik végén erdvel terhelt rudat. (19.20. abra)

19.20. dbra: Egyik végén befogott, erdvel terhelt tarto és a szamitott normdl fesziiltségek MPa-ban
10mme-es hexaéder elemek esetében
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Idealis hajlitas esetén szamitott fesziiltség:

F-1 _6-1000N - 200mm

T3 =18,75MPa
K 20°mm

O =

A testben szamitott normal fesziiltségeket a kiilonb6zo elemtipus, elemszam, csomopont-
ok szamanak fiiggvényében a kovetkezo tablazatban foglaltuk dssze:

Tipus Méret Csomopontok | Elemszam Max. normalfe- | Max. redukalt
szdma sziiltség [MPa] | fesziiltség
[MPa]
4 csomopon- | 10 (alap) 218 513 16,2 11
tu tetraéder 5 876 2747 21,4 15
4 1306 4265 24,7 16,9
3 2814 10359 26 18,4
2 7325 29154 30,4 22,2
1 35861 156570 38,9 27,8
4 csomopon- | 10 (alap) 442 1394 17,4 13
ta  tetraéder | 5 2361 9270 21,1 16
(strukturalt) |4 3948 16038 22 16,5
3 6935 27324 23,6 17,9
2 16758 69312 26,2 20,3
1 78573 341083 32,4 26,4
10  csomo- | 10 (alap) 1149 513 25,5 19
pontu tetraé- | 5 5182 2747 31,8 24,2
der 4 7860 4265 34,6 26,3
3 17814 10359 38,8 29,7
2 47927 29154 44,6 34,4
1 243813 156570 57,8 44,4
8 csomodpon- | 10 (alap) 525 320 20,3 18,7
ta hexaéder 5 3321 2560 23,2 20,2
4 6171 5000 24,5 21
3 Nem halézta be
2 44541 40000 30 24,6
20  csomo- | 10 (alap) 1865 320 23,6 19,5
pontu hexaé- | 5 12465 2560 28,8 24,5
der 4 23441 5000 31 26,5
3 59710 13538 34,6 29,8
2 173481 40000 39,5 34,1
1 1333361 320000 51 44,1

Az eredményeket megvizsgalva megallapithatjuk, hogy az eredmény nem konvergal, viszont
a novekedés nem akkora mértékii, mint a pontszeri terhelés esetében. Ez bizonytalansagot
okoz az eredmények értékelésekor, mert a szamitott magasabb fesziiltségek nem valosagosak,
hanem a merev megfogas okozza. Még nagyobb fesziiltségnovekedést okoz, ha nem egy teljes
feliileten, hanem annak csak részén definialunk kinematikai peremfeltételt.
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Az idedlis kényszerek okozta, valésagban nem létezd fesziiltséggylijtd helyek hatasa
csOkkenthetd, ha nem finomitjuk nagymértékben a hélot. Ez csak sziikségmegoldas, ha nincs
lehetéséglink az idedlis kényszer helyett a valddi kapcsolat és az érintkezési fesziiltségek mo-

dellezésére.
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20. ’MOl’)ELLEZESI, PONTOS"SAC,;I, ALKALMAZHATOSAGI
KERDESEK. A KULONBOZO VEGESELEM MODELLEK
OSSZEHASONLITASA, EREDMENYEK VIZSGALATA.

20.1. Tartok modellezése

Allandé keresztmetszeti tartok esetében a végeselem-modszerben tobbféle modellt
alkalmazhatunk. Tomor tartokat 1D-s radként vagy 3D-s testként, a vékony falu szelvényeket
ezeken kiviil héjként is modellezhetjiik. A kovetkezokben megvizsgaljuk, hogy az egyes
modellek milyen koriilmények kozt alkalmazhatoak. Az Osszehasonlitasra egyszeri
problémakat oldunk meg kiilonb6z6 modellek felhasznalasaval, ANSYS Workbench
programmal.

20.1.1. Kor keresztmetszetii tarto vizsgalata

Tekintstink egy 50mm atmérdji, 1000mm hosszu rudat. Az egyik felén az elfordulast és
elmozduldst megakadalyozzuk, a masik véglapon 1200N nagysagu erét mukodtetiink.
Keressiik a tartoban ébredd6 maximalis fesziiltséget. Kétféle modellt alkalmazunk a
megoldashoz. Vonalelemek alkalmazasakor a tartot kézépvonalaval modellezziik (20.1.a.
abra) Ebben az esetben a vonal egyik végét megfogjuk, a masik végét koncentralt erével
terheljiik. 3D-s elemek esetében a geometriai modell egy henger, amit egyik végén feliileten
megoszld erdvel terhelink. A masik végén nem alkalmazunk befogéast, mert a gatolt
alakvaltozas miatt nemcsak a hajlitasbol szarmazo6 fesziiltségeket kapnank, helyette a
terheléssel ellentétes feliileten megoszld erét adunk meg €s megakadalyozzuk a hossziranyu
elmozdulast. (20.1.b. abra)

B [/ Force: 1200, N
Force: 1200, N [B] Displacement
[B] Fixed Support [€] Force 2: 1200, N

=
=
a) b)

20.1. abra: Tarto geometriai modellje, terhelései, kényszerei

Az 1D-s modellezés VEM szempontbol legfontosabb elénye a kevesebb szadmitasi igény.
Maga az elem is sokkal egyszeriibb, mint a 3D-s elemek, emellett azonos pontossag mellett
sokkal kisebb lesz az elemszam is. A behalozott modellek a 20.2. abran lathatoak.
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a) b)

20.2. abra: VEM halo 1D és 3D elemekkel

Rudelemek esetén 21 elem és 43 csomopont elegendd, 3D-S elemek esetén 33048 elem és
142911 csomopont sziikséges a megfeleléen pontos modell elkészitéséhez. Az elemszam eb-
ben a terhelései esetben csokkenthetd, ha az elemeket a rid hossztengelye irdnyaban megQ-
nyUjtjuk, de mindenképpen nagysagrendekkel tobb kell, mint 1D-s elemek esetében.

Az ébredo fesziiltségeket analitikusan is meghatarozzuk a késbbi 0sszehasonlitas végett.

Egy befogott tartd esetében a hajlitasbol szamithato a legnagyobb fesziiltség értéke kor ke-
resztmetszet esetében:

_ M, _ 32 -3F - _ 32-12030N -;I.OOOmm —97.78MPa,
K d°x 50°mm® -~

ahol:

o : fesziiltség,

M, : legnagyobb hajlitonyomaték,
F : koncentralt er6,

K : keresztmetszeti tényezo,

d : keresztmetszet atmérdje.

a) b)

20.3. abra: Szamitott normalfesziiltségek MPa-ban

www.tankonyvtar.hu
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A 20.3. dbran lathatjuk a szamitott fesziiltségeket. Az analitikus eredménnyel kézel megegye-
zik a radmodellel szamitott érték. A testmodellel szamitott fesziiltség kevesebb, mint 2%-kal
tobb, ami gyakorlati szempontbo6l elfogadhato eltérés.

A radmodellek alkalmazéasa sok esetben sziikséges lehet, ha egy nagy méretii szerkezetnél
a testmodellt olyan sok elemmel lehet eldallitani, amit a rendelkezésre allo id6 alatt nem tu-
dunk megoldani, vagy ha valamilyen okbdl kifolyolag csokkenteni akarjuk a szamitasi id6t.
Ha a peremfeltételeket megfelelden allitjuk be, az eredmény is megbizhato. Tisztaban kell
lenniink azonban a rddmodell korlataival. A megfogéasi modokat, érintkezési fesziiltségeket,
keresztmetszet-atmenetek geometridjat nem képes valdsagosan modellezni. A szamitott fe-
szliltségeket sem tudjuk olyan részletességgel leirni a keresztmetszeten beliil, mint ahol a ke-
resztmetszet geometridja is részletesen benne van a modelliinkben.

20.1.2. Vékony falu zart szelvényii rud modellezése

Tekintsiik az el6z0 fejezetben targyalt tartdét Gigy, hogy nem kor keresztmetszetli, hanem
vékony fali 60x60x4-es zart szelvényii idomacél. Ekkor az egy- és haromdimenzios elemek
mellett lehetéségiink van héjelemek alkalmazasara is a modellezéskor. A 20.4. abran lathato,
hogy a tartd geometriajat az egyes modellek a) vonalként, b) feliiletként, ) testként irjak le.

[&] Fixed Support [&] Displacement [ Force: 1200, N

. Force: 1200, N [B] Force: 1200, N [B] Force 2:1200, N
- [€] Displacement

Force 2: 1200, N

Ak

a) b) c)
20.4. abra: Tarto geometriai modellje, terhelései, kényszereli

Az elézéekhez hasonldan itt is csak a rddmodell esetén alkalmazunk befogast. A héj és
testmodell esetében erdpart és hosszirdnyll megfogast alkalmazunk, mert csak a hajlitdsbol
szarmazo fesziiltségeket akarjuk kiszdmitani.

Az egyes geometriai modellekbél halozas utan kapjuk a végeselem-modelleket (20.5.
abra).
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20.5. dbra: 1D-s, 2D-s és 3D-s végeselem-modellek

A 20.5.a. dbran lathaté vonalelemekbdl felépitett modell 100 elembdl és 201 csomodpontbol
all. A 20.5.b. dbran a héjelembdl felépitett modell 530 elembdl és 1622 csomdpontbol épiil
fel, ami tobbszordse a vonalelemhez képest. A 20.5.c. dbran lathato testmodell esetében egy
hossziranyban ritkabb halot alakitottunk ki, de ennek ellenére 340 elem és 1907 csomopont
alkotja a modellt. A hal6zas utan a varakozasunknak megfelelden lathat6, hogy a magasabb
dimenzi6ju modellek felépitéséhez egyre tobb elemre és csomdpontra van sziikség, a szamita-
st igények is ennek megfelelden ndvekednek.

78,65 Max 82,644 Max

64,268

1,6007e-12

-78,772 Min -82,737 Min

a) b) c)

20.6. abra: 1D-S, 2D-s és 3D-s végeselem-modellekkel szamitott normdl fesziiltsegek MPa-ban
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Hajlitasbol analitikusan szamitott fesziiltség:

=76,48MPa,

O =

M, 6-F-1-a 6-1200N -1000mm-60mm
e=— 7= T2 44
,  a‘-(a-2v) 60°*mm* —52*mm

ahol:

o : fesziiltség,

M, : legnagyobb hajlitonyomatek,

F : koncentralt ero,

I, : mésodrendli nyomaték,

a: keresztmetszet magassaga, szélessége,

Vv : keresztmetszet vastagsaga,

e : sz¢lso szal tavolsaga a keresztmetszet sulypontjatol.

A 20.6.a. abran lathato, hogy a radmodellel szamitott fesziiltség megegyezik az analitikus
eredménnyel, ami egyezik a varakozasokkal, mert az analitikus modell is radmodell. A 20.6.b
abran lathato, héjmodellel szdmitott eredmény kozel 3%, a 20.6.c. dbran lathato testmodellel
szamitott eredmény 8% ndvekedést mutat a radmodellhez képest. Az eltérés annak a kovet-
kezménye, hogy a vékony falu szelvényben a fesziiltségek nem ideélisan egytengelytliek, ame-
lyet csak a magasabb dimenzi6ji modellek képesek leirni.

20.1.3. Veékony falu nyitott szelvényii rud modellezése

A kovetkezékben megvizsgaljuk, hogy milyen hibat okoz, ha egy vékony fali nyitott szelvé-
nyl tartd esetében radmodellt alkalmazunk. A legnagyobb problémat a gatolt csavaras okoz-
za, mert a legtobb radmodell nem képes ennek leirasara. Vizsgaljunk az elézéekhez hasonlo-
an egy 1000mm hosszu, befogott és 1200N koncentralt erével terhelt, 100x100x4-es hidegen
hajlitott U-szelvényl idomacél tartot. Els6ként analitikusan hatdrozzuk meg a normal fesziilt-
ségeket. (A csusztatd fesziiltségekkel most kiilon nem foglalkozunk, de tudjuk, hogy azok
tovabbi novekedést okoznak a redukalt fesziiltségben.)

Hajlitasbol analitikusan szamitott fesziiltség

o= M g 1200N-1000MM g _ 5 5o01pa,
I, 2103829mm

z

ahol:

o : normal fesziiltség,

M, : legnagyobb hajlitobnyomaték,
F : koncentralt erd,

, _a' (a-via-2v)’ _100° 96-92°

, =2103829mm” : méasodrendii nyomaték,
12 12 12

a : keresztmetszet magassaga, szélessége,
V: keresztmetszet vastagsaga,
e : sz¢€Is6 szal tavolsaga a keresztmetszet sulypontjatol.
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Gatolt csavarasbol analitikusan szamitott normal fesziiltség
Csavarasi masodrendli nyomaték:

l,==>vs, = %(4mm)3(2-98mm+96mm): 6229,3mm*,

ahol:
v, : a felosztott keresztmetszet egyes részeinek vastagsaga,

s, a felosztott keresztmetszet egyes részei kozépvonalanak hossza.
Kétszeres cikktertilet fliggvény:

wzjdw:jydz—fzdy,
S Zg Yo

ahol:
Y, Z:akeresztmetszet kozépvonalanak koordinatai.

L

A 2021,76
2021,76 C
B
-2682,24
nyirasi A sulypont Y
kozéppont ”
42,12 32,89
) " 2682,24
-2021,76
-2021,76

20.7. dbra: o fiiggvény a nyirdsi kézéppontra szamitva (mm?-ben)

A kétszeres cikkteriilet fiiggvényt a csavarasi kozépponttal megegyezd nyirasi kdzéppontra
szamitjuk, ennek négyzetét a keresztmetszet teriiletén integraljuk:

48

98
1, = [’ dA=[ v ds =v[w’ds =4- [J.(42,123)2ds + [ (202176 - 48s)zds} .2=2,054-10°mm°
A S S 0

0
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Bevezetjiik:
4
o G-I, _ 80GPa 6229,3mgm : —0.00107477mm™,
E-1, 210GPa - 2,054 -10°mm
ahol:

G =80GPa: csusztatoé rugalmassagi modulus,
E =210GPa: Young-modulus.
A tart6 fajlagos elcsavarodasa a hossz mentén [Csizmadia: Modellalkotas]:

8 =6, sh(er+X) G, -ch(@ - X) + e (L= ch(ar- ),

c

ahol:

M. : csavaronyomaték a nyirasi kdzéppontra,
X : a tartd kdzépvonala menti koordinata,

C,, C,: konstansok.

Ennek derivaltja:

49 _ e . ch(a- cchia ) —a-Me shia.
w =ac, -ch(a - x) + ac, - ch(a - x) aG~I sh(a - x) .

c

A tart6 szabad végén:
9959 _0, ebbsl: ¢, =0.
dx

A befogésnal:

3(x) =0, ebbdl: CZ:GMi (1_Ch(1 I)j'
. c a.

Az ismert konstansokkal a fajlagos elcsavarodas egyik végén befogott tartora:

S(X)ZGMi (1_sh(a.x)j'
-, ch(a-1)

A fajlagos elcsavarodas derivaltja:

d9(x):_ M. sh(a-x)

c

(24 .
dx G-I, ch(a-1)
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A gatolt csavaras hatasara 1étrejové masodlagos hajlitasbdl szamitott normal fesziiltség:

ahol:

B,=El, % : kettds nyomaték.
X

Esetunkben:

B —El |-« M, sh(a-x)|_ M, Sh(a-x)’
G-I, ch(a-l) a ch(a-l)
ennek maximuma a befogasnal (x =1) van:

B, =—6,6267-10' Nmm?.

Ekkor a masodlagos hajlitasbol szamitott fesziiltség az U-szelvény sarkdban, 20.7. abra
,.B” pont (@ = 2021,76mm?):

o, =6521MPa,

az U-szelvény végénél, 20.7. dbra ,,C” pont (@ = —2682,24mm?):
o, =—86,52MPa .

Ekkor a hajlitasbol és méasodlagos hajlitasbol szamitott fesziiltségek dsszege:

oy =0+0,=9373MPa,

o. =0+0, =—58MPa.

VEM modellekkel szamitott normal fesziiltség

Az analitikusan szamitott fesziiltségeket 6sszehasonlitjuk a vonal-, héj- és testelemekkel
modellezett tartd esetén szamitott értékekkel. A geometriai modellek az el6zéekhez hasonldan

a kozépvonaldval (20.8.a. abra), kozépsikjaval (20.8.b. abra) és teljes keresztmetszetével
(20.8.c. abra) leirt tartok lesznek.

www.tankonyvtar.hu
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20. VEM modellek 6sszehasonlitdsa 361

a) b) c)
20.8. abra: Tarto geometriai modellje, terhelései, kényszerei

A befogast ebben az esetben is csak a radmodell esetén alkalmaztuk, a héj- és testmodelleknél
erépart és csak hossziranyli megfogast.

a) b) C)

20.9. dbra: 1D-s, 2D-s és 3D-s végeselem-modellek

A 20.9.a. abran lathaté vonalelemekbdl felépitett modell 20 elembdl és 41 csomopontbol all.
A 20.9.b. abran a héjelembdl felépitett modell 375 elembdl és 1206 csomdpontbol épiil fel. A
20.9.c. abran lathato testmodell esetében 420 elem és 3148 csomopont alkotja a modellt.

A 20.10. abran a szamitott fesziiltségeket lathatjuk MPa mértékegységben abrazolva. Lat-
hato a radmodell alakvaltozasanal, hogy a csavarassal szamol, de a masodlagos hajlitast nem

© Oldal Istvan, SZIE www.tankonyvtar.hu




362 Végeselem-mdodszer

képes modellezni (mj: 1étezik gatolt csavarast is modellez6 rudelem, de csak egyes szoftve-
rekben, alkalmazasakor az er6 szelvényen beliili tamadaspontjat kiilon kell definialni). A héj-
¢és a testmodell esetében a végeselemes szimuldcid az analitikusan szamitottnal magasabb
fesziiltségeket eredményezett. Ennek oka, hogy az analitikus modellel a kozépsikokra szami-
tottuk a fesziiltségeket, és a lemez vastagsaga mentén allandonak tekintettiik, a modellek vi-
szont a vastagsadg menti valtozast is kovettek.

116,78 Max 119,17 Max
§0,827 92674
870

a) b) c)
20.10. dabra: 1D-s, 2D-s és 3D-s végeselem-modellekkel szamitott normdl fesziiltségek MPa-ban

Ha megnézziik a fesziiltségeket a héjelemek esetében a kdzépsikon (20.11. abra), akkor lathat-
juk, hogy a szamitott o, =93,73MPa, o. =-58MPa fesziiltségekkel kis hibaval egyeznek

az eredmények.

93378 Max

193,378 Max 93
76,831

72,628

5555Min o

20.11. abra: Héjmodellel szamitott normdl fesziiltségek a kézépsikon MPa-ban
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20.1.4. Vastag falu csé modellezése

Vizsgaljuk meg, hogy egy 60mm belsé és 120mm kiilsé atmérdjii, 30MPa belsé nyomassal
terhelt csdvet milyen modellekkel, mekkora pontossaggal tudunk leirni.

Analitikus modell

Vastagfala csében a fesziiltségek hosszirdnyban allanddak, a sugar mentén masodfoku
hiperbola fliggvény szerint véltoznak. A csddiagramokat ezért a fajlagos reciprok sugar
fliggvényében szokas abrazolni:

ahol:
I : a cs sugara (valtozo),
I, : a csO belsd sugara.

Esetiinkben a kiils6 és bels6 falnal:

) (60Y
| k| =] == :O’25,
P rbj (30}

Ezek segitségével a csddiagram:
c
[Mpa]4

ol

ol

0,25 1

Vo

6,=-p=0

Grh:-ph:-so

20.12. abra: Csodiagram

A sugériranyu fesziiltség a kiilsé és belsd falon megegyezik a kiils6 és belsé nyomadssal.
Ezutan az ardnyossag felhaszndldsdval a kiilsd ¢és belsd falon az érintdirdnyt fesziiltsé-
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gek:o,, =50MPa, o, =20MPa. A tengelyiranyu fesziiltségek attol fiiggden, hogy nyitott

vagy zart a cso, allando C vagy O értéket vesznek fel. Vizsgaljuk meg, hogy az egyes
végeselem-modellekkel milyen értékeket kapunk az érintdiranyu fesziiltségekre!

Végeselem-modellek

Egy vastagfalu cs6, amely nyomadssal van terhelve, 2D-s és 3D-s modellek segitségével is
megfelelden leirhat6. 3D-s modell esetében is egyszertsithetiink az eredeti geometrian annak
felhasznalasaval, hogy a hossz mentén allandoak a fesziiltségek, mert igy az eredeti cs6bol
egy kis szakaszt elegend0 modellezniink. Ha a szimmetriat is kihasznaljuk, akkor ennek a
felét vagy a negyedét is elegendd modellezni, de akkor a szimmetridnak megfeleld kényszere-
ket kell alkalmaznunk az elvagott feliileteken.

2D-s modellek esetén két lehetségiink van a cs6 leirasara. A cs6 minden keresztmetszete
sikalakvaltozast szenved, ezért modellezhetjiik a csdvet egy keresztmetszetével sikban. Ekkor
is kihasznalhatjuk a szimmetriat, igy az eredeti korgytrii feliilet helyett alkalmazhatunk fél
vagy negyed korgylirii geometriat is, itt is alkalmazva a szimmetria feltételeket az elvagott
vonalakon. A masik lehet6ség, ha a tengelyszimmetrikus geometriat és terhelést is kihasznal-
juk, és tengelyszimmetrikus 2D-s modellt valasztunk. Ekkor elegend6 a cs6falbdl egy hossz-
iranyu félmetszetet modellezniink.

Az Osszehasonlitas érdekében kivalasztunk mindharom modellbél egyet, és annak alkal-
mazasaval megoldjuk a problémat.

a) b) c)

20.13. abra: Vastagfalu csé modellezési lehetdségei, terhelések, kényszerek

A 20.13.a. abran a 3D-s modellel a cs6 egy szakaszat modellezziik, az elhagyott részeket el-
mozdulasokkal helyettesitjiik: a cs6 két metszett feliiletén (B) nem engediink tengelyiranyu
elmozdulast. A csé belsé feliilletén 30MPa nyomast definialunk.

A 20.13.b. abran a cs6 egy keresztmetszetének negyedét modellezziik. Ekkor 2D-s
sikalakvaltozasos modellt kell valasztanunk. A ,,B” és ,,C” vonalakon a vonalra merdleges
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20. VEM modellek 6sszehasonlitdsa 365

elmozdulast nem engedjiik meg, igy hasznalva ki a szimmetrikus viselkedést. Az ,,A” vonalon
alkalmazzuk a 30MPa-nak megfeleld vonal menti terhelést.

A 20.13.c. abran a rad hosszmetszetének egy szakaszat modellezziik 2D-s tengelyszim-
metrikus elemekkel. A geometriai modellt ugy kell megrajzolni, hogy a forgastengelytdl belsd
sugarnyira, 30mm-re legyen az ,,A” feliilet. A ,,B” vizszintes vonalakra fiiggéleges elmozdu-
last nem engediink, igy modellezziik a cs6 tovabbi szakaszait. Az ,,A” vonalra a 30MPa nyo-
masnak megfeleld vonal menti terhelést alkalmazunk.

A modelleknél meghatarozott elemekbdl felépitett végeselem-modellek lathatéak a 20.14.
abran. A 20.14.a. dbran lathat6 3D-s elemekbdl 1étrehozott végeselem-modell héaldja 44756
elembdl és 69542 csomopontbdl all. A 20.14.b. dbran lathatd 2D-s sikalakvaltozas elemekbdl
létrehozott halo 1104 elembdl és 3455 csomodpontbol all. A 20.14.c. abran lathatd tengely-
szimmetrikus 2D-s elemekbdl felépitett halo 1887 elembdl és 5838 csomopontbol all. Az 6sz-
szehasonlitaskor azt érdemes figyelembe venni, hogy ebben az esetben a tengelyszimmetrikus
modell kevesebb elembdl is ugyanilyen pontossagu eredményt ad.

e
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a) b) c)
20.14. dbra: 3D-s, 2D-s sikalakvaltozas és 2D-s tengelyszimmetrikus modellek

A kiilonb6z6 modellekkel szamitott érintd irdnyu fesziiltségek a 20.15. abran lathatoak.
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49,979 Max 49,993 Max
46,647 46,66

43,327

19,996 Min

a) b) c)

20.15. abra: 3D-s, 2D-s sikalakvaltozas és 2D-s tengelyszimmetrikus modellekkel szamitott érinto ira-
nyu normdl fesziiltségek MPa-ban

Az eredményeket Osszehasonlitva egymassal és az analitikus eredménnyel, megallapithato,
hogy a legjobb kozelitést a tengelyszimmetrikus modell esetében kaptunk, de egyik modell
sem ért el még 0,5% hibat sem az analitikus eredményhez képest. Jobban lathatd az egyes
modellek kozti kiilonbség, ha mindharom esetben az elemméretet ugy valasztjuk meg, hogy

az eredmény éppen az 5%-os hibahataron beliil keriiljon. Ebben az esetben a testmodellnél is
kihasznaljuk a kettds szimmetriat.

49,607 Max 49,56 Max
46,272
42,983
39,694
36,405
33,116

29,327

24,

75,62
23,241
19,862 Min

O] mEmm

19,96 Min

a) b) c)

20.16. abra: 3D-s, 2D-s sikalakvaltozas és 2D-s tengelyszimmetrikus modellekkel szamitott 5%-nal
kisebb hibdju érintd iranyu normdl fesziiltségek MPa-ban
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A 20.16. abran lathato fesziiltségeket a halo modositasaval kaptuk, addig finomitva, amig az
5%-o0s hibahataron beliil keriilt az 50MPa elméleti megoldashoz képest. Az ehhez sziikséges
legdurvabb haldk a 20.17. abran lathatdak.

a) b) c)

20.17. dbra: 3D-s, 2D-s sikalakvdltozds és 2D-s tengelyszimmetrikus modellek 5%-os hibdhoz tar-
tozo minimalis elemszammal

Az egyes modellekhez tartozé elemszamok és csomdpontok szdma:

Modelltipus Elemszadm Csomopontok szama
Test 32 287
2D-s sikalakvaltozasi 36 133
2D-s tengelyszimmetrikus 6 33

Ezek alapjan azonos megallapitast tehetiink, mint az el6z6 eredmények alapjan: a legkisebb
szamitasi igény mellett a legpontosabb eredményt a tengelyszimmetrikus modell alkalmaza-

saval kapjuk.

Bibliografia

[1] M. Csizmadia Béla, Nandori Ernd, Mechanika Mérnokéknek, Modellalkotas, Nem-
zeti Tankonyvkiadd, Budapest, 2003.
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21. SZAMITASI EREDMENYEK KIERTEKELESE ES
ALKALMAZASA A GEPESZMERNOKI TERVEZESI ES
MINOSITESI FELADATOK MEGOLDASABAN. VEGESELEM
SZAMITASOK ES SZABVANYOS MERETEZESI ELJARASOK
KAPCSOLATA.

21.1.  Végelem-moédszer pontossaga

Végeselem-modszerrel egy probléma kozelité megoldasat tudjuk eléallitani. A kozelités sziik-
séges pontossaga a szerkezet vagy test alkalmazasi és gyartasi koriilményeitdl fligg és a sza-
mitasok mennyiségét meghatirozza. A gyakorlat szempontjabol altalaban 5% hibahataron
beliil elegend6 pontossagl az eredmény, bizonyos esetekben ennél pontosabb megoldasra van
sziikségiink. Sok esetben a terheléseket sem ismerjiik pontosan, ekkor a szdmitasi modszertdl
fiiggetleniil az eredményben ez a hiba megjelenik. Most azonban csak az adott peremfeltéte-
lek melletti szdmitasi pontossagot vizsgaljuk. A szamitas pontossagat konnyen meghataroz-
hatnank, ha ismernénk az egzakt megoldast, ez azonban néhany nagyon egyszerl esettdl elte-
kintve nem allithat6 eld, igy a hibat becsiilniink kell. Ha ismerjiik a hiba nagysagat és nem
felel meg az elvarasoknak, akkor az eredmény pontossagat javithatjuk. Két {6 modszer van az
eredmény javitasara. Az egyik a korabban is bemutatott modszer, az elem méretének csokken-
tése, ekkor h-tipusu kozelitésrol beszéliink. A masik, a kozelité polinomok fokszamanak no-
velése, ekkor p-tipusu a kozelités. Az elemméret csokkentését €s a polinomok fokszamanak
novelését kombinalhatjuk is (hp-tipust kozelités).

Adott peremérték-probléma megoldasanak a végeselem-mddszerrel elérhetd pontossagat
legnagyobb részben a halozéaskor alkalmazott paraméterek (elem tipusa, mérete) hatarozzak
meg. Az eredmény pontossaganak leirasara az egzakt u és a végeselem-modszerrel meghata-

rozott kozelitd Uy, elmozduldsmezd kiillonbségét kell meghatarozni.
Felmertil a kérdés, hogy ha az egzakt megoldas ismeretlen, hogyan tudjuk az

€=U—Ugpy (21-1)

hibat meghatarozni? A problémat ugy tudjuk megoldani, hogy a végeselemes modell N sza-
badsagfoka ¢€s a hiba normaja kozti kapcsolatot vizsgaljuk.
Az elmozdulésfliggvény energia normajat a kdvetkezdképpen értelmezziik:

Jul=~U . (21.2)

Ahol U az alakvaltozasi energia:

U =%Vf[§]Tg av .

Felhasznaljuk a geometriai egyenletet:
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€s az anyagegyenletet:

o=Ce=Cou.

Ahol
. differencialasi utasitasok matrixa,

10O I

: anyagallandok matrixa.

Ekkor az alakvaltozasi energia:

U =%I[§]Tg dv _Ej@ uf coudv . (21.3)

Jul = VU {% Jlou] cau dV] . (21.4)

A hiba energia normaja:

1

o[}l cceav " o15)

Tudjuk, hogy a végeselem-modszerrel a kinematikailag lehetséges elmozdulasmezoén (vé-
ges szamu valtozoval definialt fiiggvénysereg) keressiik azt, amely mellett az energia mini-
mumot vesz fel. Ezért teljestil:

Ju— ey | = minfu —u|, (21.6)
azaz:
”ﬂ:mmg—ﬁ, (21.7)

ahol u és (21.7) szerint az || a felbontastol és az elemeken felvett kozelitd fiiggvények fok-

szamatol fiigg és ennek megfeleld6 N szamu ismeretlent tartalmaz. Attol fliggden, hogy az
elemszamot, vagy a polinom fokszamat ndveljiik, kiillonb6z6 modon konvergal a véges-elem-
modszerrel kapott eredmény az egzakt megoldashoz.
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21.1.1. Hibabecslés h tipusu kozelitéskor

A h tipusu kozelitésen azt értjiik, amikor a felbontas sordn az elemek méretét csokkentjiik, a
kozelitd fiiggvények fokszamat nem valtoztatjuk. Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik egy |
hosszsagh rud esetén a hiba normaja az elemméret fiiggvényében! Osszuk fel a rudat N
szamu, azonos hosszusagu elemre, ekkor egy elem hossza:

h=—- (21.8)

Az u(x) egzakt elmozdulasmezd kozelitdé megoldasa U, (X) szakaszonként linearis
ggﬁgvény, amelyrdl tudjuk, hogy az interpolacios pontokban megegyezik az egzakt megoldas-
u(jh) =uyx, (jn), j=0,1,...,N. (21.9)

A kozelités hibaja az i -edik elemen:

e,(X) =u(x) —Uyg, (x), xel(i-2h;in], i=1,2,...,N. (21.10)

Ha a megoldas folytonosan derivalhatd, akkor a hibafiiggvény is folytonosan derivalhato.

A (21.9) alapjan az elemek hatarain a hiba zérus, ebbdl és a folytonossagbdl kovetkezik, hogy
az elemen beliil a hibafliggvénynek lesz szélsoértéke. A hiba |ei| maximum helyét X -vel je-

16ljiik (21. abra). Ebben a pontban

e (x)=0. 21.11)

e’(x)=0

e(x)

\/

x=(i-1)h X; x=ih

21.1. abra: Hibafiiggvény az | -edik elemen

Uyey (X) linearis, ezért Uy, "(x) =0, ekkor
e (x)=[e (£)de=[u" (&) de, xe[ii~Dh:in].
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Ha ‘u”‘sc , akkor

‘e <, xelli-Dhin], és (21.12)

max(e (x))<C h, xe[(i—Dh;in]. (21.13)

Fejtsiik Taylor-sorba e, (x) fiiggvényt X, pontban (a Lagrange-féle maradék tagot is fel-
hasznalva):

e (x)=e(X)+(Xx—x)e (x)+

(x= > X)° e (). (21.14)

Ha a hibafiiggvény maximuma az elem masodik felében van,

. h

ih—x. SE' (21.15)
Akkor
. . ' (ih—x,)? y

6 (i) =0=g,(x)+(ih—x)e (x) +—— "¢ (&), Eelx;in].

helyettesitve (21.11) és (21.12)-t:

0=e(x)+(ih—x)-0+ " 2X) e (£). (21.16)

(21.16)-bol, felhasznalva (21.12) és (21.15)-t:

(f)‘ h (21.17)

max|e; (X; )| = max

(ih - x)
2

Ha a hibafliggvény maximuma az elem els§ felében van, akkor a Taylor-sort az
X= (i —1)h helyen vizsgaljuk, ahol értéke szintén zérus, igy ekkor is a (21.17) egyenlethez
jutunk.

A rud alakvaltozasi energiaja:

Uu) = %Ij(AE(u')Z)dx, (21.18)

0
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A hiba alakvaltozasi energiaja:

ih

U(e) = %Ij(AE(e')Z)dx - %Z [ (AE(erf Jox < %nh(AECZhZ),

0 i=1 (i-1)h
figyelembe véve, hogy nh =1, és a konstansokat 6sszevonva a hiba normaja:
le| =vU (e) <kcCh. (21.19)

Ebben a kifejezésben a k; ismert konstans, a C a VEM eredményének ismeretében kis

hibaval becsiilheté, h az elemméret. Ennek megfeleléen az eredmény hibaja az elemmérettel
aranyos. Ha a feladat megoldasa el6tt akarunk hibabecslést végezni, akkor az ismeretlen kons-
tansokat 0sszevonjuk. Ekkor a hiba maximalis értéke a C ismeretlen miatt nem szamithato,
de az eredmény konvergenciaja lathat6 lesz. (21.19) és (21.8)-bol:

k
<—. 21.20
o< X (2120

A gyakorlati példak esetében gyakran el6fordul, hogy az elmozdulasfiiggvény nem sima
fiiggvény. Ekkor a hiba normaja és az elemszam kozti 6sszefliggés a kovetkezéképpen alakul:

Kk
lell <7 (21.21)

ahol g, a kozelito fiiggvények p fokszamatol és a megoldas A jellegétdl fliggd konstans.

B= %min(p,/i)- (21.22)

Szigorubb feltétel, ha nemcsak a hiba norm4jat, hanem a hibat a teljes tartomanyon vizs-
galjuk. El6fordul, hogy a hiba normdja monoton konvergal, de a megoldas nem monoton, ezt
csak ugy lehet kisziirni, ha nemcsak a globélis, hanem a lokalis hibat is vizsgaljuk.

A 21.2. abran lathaté lemez hajlitdsakor vizsgaljuk meg az energia és a megoldas konver-

gencidjat. Az Ilmm vastagsagli lemezt 1Nm nyomatékkal terheljiik, mivel sikbeli terhelésii a
lemez, sikfesziiltségi problémaként modellezziik.
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< M 20

NVAVAVAY,

40

A
A 4

21.2. abra: Hajlitott lemez

A végeselem-modellt a h tipusu konvergencia vizsgalatara hasznaljuk, ezért az elemek mére-
tét 1 és 5 milliméter kozott valtoztatjuk, mikdzben a kozelitd fliggvények fokszamat valtozat-
lanul hagyjuk. Els6- és masodfoku interpolacios fliggvény mellett is vizsgaljuk a konvergen-
ciat.
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21.3. abra: VEM hadlo és normadl fesziiltség MPa-ban (1, 2, 3, 4, 5mm-es elemméret)
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A kovetkezo tablazatban Gsszefoglaltuk a konvergencia vizsgalatahoz sziikséges paramétere-

ket és eredményeket.

Atlagos elemmé- | N szabadsagfok Max. fesz. Min. fesz. Energia norma
ret [MPa] [MPa] [\/m_‘]]
[mm]
p =1 (elséfoku kozelitd fiiggvény)
1 56,78 -72,24 0,770136
2 55,51 -72,36 0,766342
3 53,52 -67,80 0,760592
4 51,65 -66,70 0,754844
5 49,40 -60,27 0,745319

Ebben az esetben a modell szabadsagfokdnak ndévekedésekor a szamitott fesziiltség és az
energia normaja is monoton konvergalt (21.4. 4bra).

60

[62]
[ee]

— —
=

0,775

- 0,77

r 0,765

0,76

- 0,755

5
N

- 0,75

— = norma

feszultség

Energia norma

]
o
——

Normal fesziiltség [MPa]
(621 (o]
H (o))
\\

0,745

- 0,74

I
o]

- 0,735

0 500

1000 1500 2000

0,73
2500

21.4. abra: Eredmény a kritikus pontban és a teljes tartomanyra szamitott norma

Ebben az esetben a hibabecslés a hibafiiggvény normaja alapjan megallapithat6é és nem okoz

lokalisan problémat.
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Vizsgaljuk meg, hogy masodfoku kozelité fiiggvények esetében hogyan alakulnak a sza-
mitott eredmények! A modellt ugyanazokkal a paraméterekkel (21.5. abra) és elemméretekkel
futtattuk le, mint az el6z6 esetben.

21.6. abra: VEM halo és normdl fesziiltség MPa-ban (1, 2, 3, 4, 5Smm-es elemméret)
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A masodfoku kozelitéssel szamitott eredmények Osszefoglalva a kovetkez6 tablazatban talal-
hatoak.

Atlagos elemmé- | N szabadsagfok Max. fesz. Min. fesz. Energia norma
ret [MPa] [MPa] [\/m_J ]
[mm]
p =2 (masodfoku kozelitd fiiggvény)
1 5946 57,11 -74,27 0,771466
2 1623 57,00 -74,23 0,771440
3 843 56,86 -72,05 0,771349
4 483 56,81 -74,43 0,771136
5 360 57,09 -68,93 0,770824

Megvizsgalva az eredményeket, megallapithatd, hogy a szabadsagfokok szamanak novelé-
se ebben az esetben is konvergenciat jelent. Azonban mig a norma monoton konvergal, addig
a kritikus pontban a fesziiltség értéke oszcillalva konvergal az egzakt megoldashoz (21.7. ab-
ra). Ebben az esetben, ha a fesziiltség konvergencidja alapjan akarjuk eldonteni, hogy elegen-
déen kozel vagyunk-e a megoldashoz, akkor a véletlenen mulik, hogy mekkora hibat kove-
tiink el.

-75 0,7715
= ===

74 \/ 7 /’ 0,7714
w -73 0,7713
e /
st ||V .
o 72 I 0,7712 €
% S P
= c fesziltség
S 71 07711 «
] o -— = Nnorma
2 ]
= -70 0771 5
£
I
2 69 ' 0,7709

-68 0,7708

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
67 : : : : : : 0,7707

N
21.7. abra: Eredmény a kritikus pontban és a teljes tartomanyra szamitott norma

21.1.2. Hibaszamitas h tipusu kozelitéskor

Egy kozelitd megoldas varhato hibdjat elére nem tudjuk meghatarozni a (21.19)-ben lathatod
ismeretlen konstans miatt. Szamitas utan, a kozelitd megoldas ismeretében annak valodi hiba-
jat is meg tudjuk hatarozni.
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(21.21) alapjan:

g <.
és

el = Jul* —Juvem (21.23)
akkor:

Jul —uew | < k>N (21.24)

k értékét nem ismerjiik, de ugyanazon probléma két kiilonbozé elemméret melletti kdzelitd
megoldasabol szamithaté a valodi hiba.
Legyen az els6 kozelitéskor az ismeretlenek szama N,, a kozelité megoldas Ugy,,, @ Ma-

sodik kozelitéskor N, és Uyey,-
(21.24) alapjan mindkét kozelitésre igaz:

”9”2 —”HVEM 1”2 < kleizﬁv (21.25)

Jull —uew | < k>N, (21.26)
Fejezziik ki (21.25)-bdl az egzakt megoldashoz tartozo energiat egyenldség esetén:

Jul* = Juvew ] + k>N, (21.27)
(21.26)-bol pedig a k* értékét:

u 2

Jul” ~uem|
k? = % (21.28)

(21.28)-at (21.27)-be helyettesitve és rendezve:

2p
N
”QVEM 1”2 - ”QVEM 2”2(N2J
L (21.29)

Jul” =

Az egzakt energia ismeretében (21.23)-bdl szamithato a valodi hiba. Ez a fajta hibabecs-
1ést posteriori, azaz szamitas utani hibabecslésnek nevezziik.

Vizsgaljuk meg (21.29) Osszefiiggés szerint szamitott egzakt megoldast a 21.2. abran be-
mutatott probléma esetében.
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||g||2 értekének meghatarozasakor az egymaés utani kozelitd megoldasokat vessziik figye-
lembe:

N, .\
e e (i—l)”z(l(\ll.l)j

25
1— Ny
N,

A vizsgalatot eldszor els6foku kozelitd fiiggvények esetében végezziik el, =05 eset-

ben. A VEM kozelités és a (21.30) szerint szdmitott egzakt megoldas az alabbi tablazatban
lathato:

ulf = (21.30)

i Atlagos elemmé- | N szabadsagfok ”uVEM' ”2 ”u”2
ret e -

[mm] [mJ] [mJ]

1 0,5 7788 0,59464 -

2 1 2052 0,59311 0,595187

3 2 591 0,58728 0,595468

4 3 306 0,57850 0,596707

5 4 180 0,56979 0,590943

6 5 135 0,55550 0,612660

0,62

0,61 >

0,6 - -

= 0,59 19

Uvem

3 L

> 0,58 ----U

0,57 /

0,56

0,55 . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500

21.8. abra: Kozelito energia és szamitott egzakt energia az ismeretlenek fliggvényében, linearis
kozelités f=0,5

A 21.8. abran lathatoak a szédmitott eredmények, amibdl lathatd, hogy az egzakt értéket a
(21.29)-el kis hibaval tudjuk szamitani. A szamitott érték durva felbontasnal nem pontos, és
nagy ingadozast mutat, de hamar beall a konstans egzakt megoldas, ami az elemszam noveke-
désével mar kis szorassal nem valtozik.
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A VEM kozelités és a (21.30) szerint szamitott egzakt megoldés az alabbi tdblazatban lat-
hato, masodfoku kozelitd fliggvények esetében, £ =1 mellett.

i Atlagos elemmé- | N szabadsagfok ”uVEM' ”2 ||u||2
ret e N
[mm] [mJ] [mJ]

1 1 5946 0,59516 -

2 2 1623 0,59512 0,595163

3 3 843 0,59498 0,595172

4 4 483 0,59465 0,595141

5 5 360 0,59417 0,595250

0,5954

0,5952 -—_—

0,595 /
= 0,5948 / Uvem
E
D 0,5946 / lialialiel/

0,5944 /
0,5942

7

0,594 T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

21.9. dbra: Kozelité energia és szamitott egzakt energia az ismeretlenek fiiggvényében, mdsodfokii
kozelités =1

A 21.9. abran lathato, hogy a szamitott egzakt energia értéke hamarabb és kisebb hibaval beall
a konstans értékre masodfoku kozelités esetében.

Osszehasonlitva az eredményeket megallapithato, hogy az egzakt megoldas két kozelitd
megoldasbol kis hibaval szdmithaté mindkét fokszamu fiiggvények esetében.

21.1.3. p tipusu kozelités

A megoldas konvergenciaja legnagyobb mértékben a haldézason mulik, ahogyan korabban
targyaltuk. A halozas elemméret csokkentése az el6zéekben bemutatott moédon befolyasolja
az eredmény pontossagat. Ha az elemméretet nem valtoztatjuk, hanem az interpolacids fiigg-
vények fokszamat noveljik, akkor p tipust kozelitésrdl beszéliink. Ennek a kozelitésnek a
konvergencidja exponencialis:

k-
exp(N°)’

”Q —Uvem ” =

ahol,
k, 7, 0 pozitiv konstansok.
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A p tipusu kozelités sokkal gyorsabb konvergenciat mutat, mint a h tipust. A két tipust
kombindlva hp tipusu kozelitéssel lehet a leggyorsabb konvergenciat elérni, amikor az elem-
szamot ¢€s a kozelitd fliggvények fokszamat is ndveljiik.

21.1.4. Konvergencia szingularis helyeken

A szingularis pontok kornyezetében nem alkalmazhat6 az el6z6ekben bemutatott hibabecslési
modszer, mert (21.14)-et csak analitikus fliggvények esetében irhatjuk fel. A felosztas szem-
pontjabol harom kategoriaba szokas sorolni a problémakat:

1. kategoria: U minden elemen és azok peremén analitikus, igy sorba fejthetd,
2. kategoria: az elemeken beliil analitikus, kivéve a perem néhany pontjat,
3. kategoria: a szingularis pont az elemen beliil barhol lehet.

Az egyes 2D-s esetekre vonatkozo hibabecsléseket az alabbi tablazat [Paczelt 1999.] fog-
lalja Gssze:

1. kategoria 2. kategoria 3. kategoria
h tipust kozelités ||§|| <KkN7P ||§|| <kN7* ||§|| <KkN~?#
p tipusa kozelités ]| < kexp(-/N?) lel| < kN~ lgf| < kN~
hp tipusu kozelités ||§|| <kexp(—/N?)

21.1.5. Modellezési hibak

A 21.1. fejezetben bemutatott hibabecslés és pontossagnovelés a végeselem-moddszer, mint
numerikus modszer hibajanak meghatarozasara és ezen beliil adott pontossag elérésére alkal-
mas. A modellezés hibaja azonban ennél tobb, mert a mechanikai modell 1étrehozasakor elko-
vetett hiba az eredményben is jelen van, a megoldasi médszertdl fliggetlentil.

21.2.  Szamitott eredmények kiértékelése
21.2.1. Folyashatarndl magasabb fesziiltségek

Linearisan rugalmas anyagmodellel nem tudjuk a folyashatarnal magasabb fesziiltségeket
modellezni, ahhoz képlékeny anyagmodell sziikséges. Fesziiltségcsucsra méretezve a folyas-
hatarnal magasabb fesziiltségek kialakulasat altalaban igyeksziink elkeriilni. Nem minden
esetben sikeriil ezt maradéktalanul megoldani. Ilyen eset akkor fordulhat eld, ha példaul érint-
kezési fesziiltségrol van szd. Ekkor csak a feliilet kdzvetlen kozelében alakul ki a kritikusnal
kezet tonkremenetelét nem. Ha képlékeny anyagmodellt alkalmazunk, akkor ennek mértéke is
meghatarozhatd. Ismerve az iizemeltetés koriilményeit eldonthetjiik, hogy megengedhetd-e.
Nagy bonyolultsagh modellek esetében, amikor a linearis modell futtatdsa is nehézkes, sok
szamitast igényel, a nemlinearis probléma nem oldhaté meg adott keretek kozt. Ekkor a mo-
dell valamelyik részének egyszerusitését kell elvégezniink, és megitélni, hogy igy pontosabb
eredményt kapunk-e.

A folyashatar atlépése bizonyos szerkezetek esetében a beiizemelés része. Néhany gyarto a
gyartas leegyszerisitése érdekében tartalyok flitékopenyét egyszerii hengeres kialakitasura
gyartja. A proba soran az tizemi nyomas tobbszordsével terhelik, amely megfolyik és felveszi
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az idealis alakot, amely {izemi nyomassal terhelve biztonsaggal a megengedett fesziiltség alatt
marad. Ebben az esetben a lineédris modell alkalmatlan még kdzelitd eredmény meghataroza-
sara is.

21.2.2. Szingularis helyek

A geometriai szingularitasokat altalaban a geometriai modellezéskor hozzuk 1étre. A valdsa-
gos testeken nincs zérus sugart él vagy sarok. Azonban sokszor van olyan kis (¢és ismeretlen)
sugart €l vagy sarok, amit nem tudunk vagy nem érdemes pontos geometriaval leirni. llyen
esetekben nem modellezziik a lekerekitést, ezt a megoldaskor figyelembe kell venniink. Elek-
nél, ha nem érintkezik masik testtel, nem okoz problémat, de sarkoknal problémat okoz, amit
kezelniink kell.

A peremfeltételek, foleg a kinematikai peremfeltételek esetén a tartomany hataran 1étrejo-
vO szingularitas idealis kényszerek esetében siirtin eléforduld probléma. Egy elmozdulés adott
feliileten torténd definidlasakor a feliilet sz€élén atmenet nélkiil sziinik meg az adott elmozdu-
las kényszer. Akkor alakul ki szingularis hely, ha a kényszer nem a test feliiletének hataraig
tart. Ekkor a test modellje ugy viselkedik, mintha egy végteleniil merev és éles testtel érint-
kezne. Ezt a tipusu szingularitast el lehet keriilni, ha a kényszer helyett az eredeti rugalmas
testet alkalmazzuk. Ebben az esetben a szamitasi igény jelentésen megndvekszik, érintkezési
probléméval boviil a modell. Ha a valosagos surlédasos kapcsolatot akarjuk modellezni, akkor
a kis elmozduldsok elmélete sem alkalmazhato. Ezen problémak miatt sok esetben kénytele-
nek vagyunk az egyszeriibb modellt valasztani és a szingularitast figyelembe venni.

Azok a szingularis helyek nem okoznak problémat, ahol kicsik a fesziiltségek, mert csok-
kentik a szamitasi igényt és a nagyobb relativ hiba is altalaban elfogadhato. A problémat a
terhelés szempontjabol kritikus helyek okozzdk, mert ezekre méretezziik a szerkezetet, igy a
hiba abszolut értékben is nagy lesz. A megoldas nem konvergal a kozeliikben, az egyre ponto-
sabb végeselem-modell alkalmazasakor egyre nagyobb fesziiltséget és alakvaltozast kapunk.

21.2.3. Szabvanyos eljarasok és a VEM

A szabvanyok els6sorban a peremfeltételek meghatarozasaban adnak utmutatast. Az egyes
tertileteken alkalmazando terhelések, biztonsagi tényezdk, anyagjellemzdk szabvanyos értéke-
it inkabb a klasszikus analitikus modszerekre kisérleti vagy gyakorlati tapasztalati uton hata-
roztak meg.

A terhelések szabvanyos értékei feltételezik, hogy nem allnak rendelkezésre pontos szami-
tasi modszerek. Tipikus példa erre a szabvanyos szélterhelés. A szélterhelés meghatarozasa-
kor eld van irva adott szélsebesség alkalmazasa. Erre a VEM esetében is sziikség van. Azon-
ban az is el6 van irva, hogy hengeres, lapos, racsos, rézsiis szerkezetek esetében milyen konk-
rét nyomaseloszlasokkal kell szdmolni. Ezeket az eloirt értékeket mérésekkel és analitikus
modszerekkel allapitottdk meg, természetesen nem a fiiggvények, hanem azok egyszerisitett
tablazatos vagy grafikus értékei szerepelnek eldirt terhelésekként. Alkalmazasukkor a megal-
lapitott noveld tényezdk ezt a hibat és a valos méretezett szerkezet €s a szabvanyos alakzatok
kozti eltéréseket is tartalmaznia kell, hogy biztonsdgos legyen az eljaras. Ha a terhelések
meghatdrozasakor dramlastani végeselem-modszert alkalmazunk, akkor a szabvanyos értéknél
pontosabb eredményt kapunk. Ekkor az el6irt noveld tényezok alkalmazédsaval a biztonsag a
szabvany megalkotasakor kitlizott értéknél nagyobb lesz. Ilyen esetben Onkényesen nem
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csokkenthetjiik a biztonsagi tényezdét. Ha a szabvany a VEM igényeit is figyelembe venné,
akkor a szélterhelés esetében a szélsebesség ¢és légsilirliség értékein kiviil egy alkalmazhato
turbulencia modellt és hozz4 tartoz6 ndveld tényezot is eldirna.

Altalanossagban megallapithat6, hogy a szabvanyositis még nem elégiti ki a végeselem-
modszer gyakorlati alkalmazéasa soran felmeriilé specidlis igényeket a modellezés soran. A
szerkezet és a peremfeltételek modellezését a mérndknek sajat tapasztalataira alapozva kell
elvégeznie. Ez a VEM alkalmazasok sordn felmeriil problémak dontd tobbségének forrasa.
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