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munkdinkban [1, 2010], [2, 2011], [3, 2013] megmutattuk, hogy a kerekités kis amplitiiddjii kaotikus rezgésekhez — az iigynevezett mikro-
kdoszhoz — vezet, mely szdmos kiilondllo kaotikus attraktor megjelenésével jdar. Bdr a kaotikus oszcilldcio amplitiddja dltaldban kicsi, az

attraktorok a kivdant poziciotol tavol helyezkedhetnek el, igy jelentds szabdlyozdsi hibdt okozhat a jelenség.
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1. BEVEZETES

A digitalis hatasok (mintavételezés, kerekités és késés) egyiittes figyelembevételével egyszerti dinamikai rendsze-
rekben is megfigyelheté komplex, nem szabdlyos, olykor kaotikus viselkedés. A cikkben megmutatjuk, hogy az
egy szabadsdgfokd, instabil trividlis egyensulyi helyzetl lengérendszer mozgasegyenlete kimeneten kvantélt, nul-
ladrendi tartéként miikod6 PD szabdlyozdval olyan un. mikro-kdosz leképezéshez vezet, mely sokszinii kaotikus
viselkedést mutat.

Negativ merevség esetén a fazistérben tobb, egymastdl elkiiloniilé kaotikus attraktor, vagy repellor jelenik meg.
Utébbi esetben a repellorok kozosen alkothatnak egy vagy tobb attraktort. Negativ csillapitds esetén pedig perio-
dikus palyara rarak6dé kaotikus rezgés alakit ki kaotikus attraktort.

Az egyes esetekben kitériink a fazistér szerkezetére, illetve az egyes attraktorok méretének, illetve a szabdlyozas
maximadlis hibdjanak becslésére.

A 2. szakaszban a mikro-kdosz leképezéseket vezetjiik le, negativ merevségli és negativ csillapitdsi esetre. A
3. szakaszban az egyes esetekre jellemzd kaotikus viselkedést mutatjuk be, kitérve a fazistér szerkezetére. A 4.
szakaszban pedig a kaotikus attraktorok méretére és origétdl valé tavolsdgara vonatkozd becsléseket ismertetjiik.

2. A MIKRO-KAOSZ LEKEPEZES

Az egy szabadsdgfoku, mintavételezett, kvantalt digitalis szabalyozasu lengérendszer differencidlegyenlete:

ey

ahol « a sajatkorfrekvencia, ¢ a relativ csillapitds, P és D szabdlyozasi paraméterek, ro pedig a szabélyozé élta-
lanositott erd felbontdsa. Ahhoz, hogy dimenzidtlan alakra hozzuk az egyenletet, elszor vezessiik be a kovetkezd
dimenziétlan id6t: T = t/7, ahol 7 a mintavételezési id§, ' = %D, és & = ar paramétert. Ekkor:

Pp(T) N DT@’(T))
ro ro '

©"(T) + 266’ (T) + &2p(T) = —1%ro Int < )

Vezessiik be a dimenzi6tlan elmozduldst: z:(T) = ¢(T')/(ro 72), valamint P = P12 és D = D7 paramétereket.
Ezzel:

&"(T) + 2402/ (T) + 622(T) = —Int (Px(T) + f)z’(T)) 3)
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1. dbra. Inverz inga: példa negativ merevségii, egy szabadsiagfokd szabdlyozott rendszerre. A jobb oldali dbra
szemlélteti a mintavételezést és a szabdlyozds kvantaltsagat.

A (3) egyenlet a mintavételezés nélkiili, folytonos szabalyozast reprezentdlja. Amennyiben a szabdlyozé nullad-
rendd tartoként miikodik, az alabbi irhato:

o"(T) + 2662 (T) + &22(T) = —Int (Pxo + DUO) . Telol), @)

ahol xg = x(0) és vy = 2’(0).
Természetesen a szabdlyozonak akkor van értelme, ha a rendszer rendelkezik instabil egyensilyi helyzettel. A ko-
vetkez6 alszakaszokban a leng6rendszert instabilla tessziik, és levezetjiik a kapcsol6dé mikro-kdosz leképezéseket.

2.1. Negativ merevségii rendszer esetében
Ha a rendszer merevsége negativ (pl. digitalisan szabélyozott inverz inga, ldsd 1. dbra), (4) az aldbbi médon irhato:
2"(T) + 262’ (T) — &*2(T) = —Fy, T €[0,1), 6)

ahol Fy = Int(DvO + Pmo) a kvantalt szabdlyoz6 er6 értéke. A masodrendl differencidlegyenlet elsérendd
differencidlegyenlet-rendszerré atirasa utdn a megoldas az alabbi alakban {rhaté:

y(T) =U(T)y(0) +b(T) Fy, T e[0,1), (6)
ahol: X
U(r) = e T [ T cosh (4I'T) + 6 sinh (4I'T) sinh (6I'T) /é o
T & sinh (6I'T) ['cosh (4I'T) — ésinh (&I'T) |’
1 [T —e 97T (T cosh (al'T) + dsinh (4I'T))
b(T) = zap { e~ ginh (4I'T) ®)
ahol I' = /1 + 62, valamint y = [2(T") /(T)]*.
T = 1 helyettesitéssel a mintavételezési pillanatokban érvényes, Gn. mikro-kdosz leképezés irhaté fel:
yi+1 = U(1)y; + b(1) I, )
ahol F; = Int(Px; 4+ Da!).
2.2. Negativ csillapitasd rendszer esetében
Ha a rendszer relativ csillapitdsa negativ (1asd 2. dbra), (4) az aldbbi médon irhaté:
2" (T) — 2&62'(T) + &*x(T) = —F, T €]0,1), (10)
megoldésa pedig az el6z6 esethez hasonléan:
y(T) = U(T)y(0) +b(T) F (11)
ahol: 5
aoT (A& _ Ssin (4 in (& A
U(r) = e Tcos (GI'T) — dsin (&I'T) sin (&I'T) /& 7 (12)

r —dsin (6I'T) T cos (GI'T) + dsin (&I'T)
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2. dbra. Egyszer(i fékmodell: példa negativ csillapitasu, egy szabadsidgfoku szabdlyozott rendszerre.

b(T) = 1 [ =T +e%7T (I'cos (aI'T) — dsin (aI'T))
& —ae®7 sin (4I'T) ’
' =+/1-62, valaminty = [z(T) ' (T)]T.
T = 1 helyettesitéssel az el6z6 esettel megegyezd alaku, mintavételezési pillanatokban érvényes, mikro-kdosz
leképezés irhato fel:

(13)

yi+1 = U(1)y; +b(1) F;. (14)

3. A KAOTIKUS VISELKEDES JELLEGE

Ebben a szakaszban (9) és (14) leképezések globdlis viselkedését, fazisteriiket, valamint az abban megjelend
kaotikus struktirdkat és azok vonzasi tartomanyait mutatjuk be.
Altalanosan elmondhat, hogy a szabélyozé erd kvantdldsa miatt a fazistérben végtelen szamu egyenes kapcsold-
vonal jelenik meg (melyek kielégitik az Pr+Dv=F Fel \ {0} egyenletet). P = 0 esetében a kapcsol6vo-
nalak az (x, v) fézistérben vizszintesek, D = 0 esetén fiiggblegesek, egyéb esetben altalanos helyzetii parhuzamos
egyenesek. Az egyes kapcsolévonalak kozott olyan savok taldlhatdak, melyekben a szabdlyoz6 erd konstans.

3.1. Negativ merevségii rendszer esetében

Negativ merevségli rendszer esetében a trividlis egyensilyi helyzet instabil nyeregpont, illetve a szabalyozasi
sadvokban ugyancsak megjelenhetnek instabil nyeregpontok. Redlisan megvalasztott rendszerparaméterek esetében
a kapcsoldvonalak és az instabil nyeregpontok véltakozva kovetik egymast az x-tengelyen. Lasd 3. dbra.

A kapcsoldvonalak €s fixpontok mintdzata el6bb-utébb egy virtudlis fixpont megjelenésével megszakad, az N-edik
kerekitési sdvhoz tartozo fixpont mir nem a kerekitési savban helyezkedik el. Mivel az instabil nyeregpontok helye
Tnyeree(n) = n/G2, a kapesolévonalak és az z-tengely metszéspontjai Tiapes(m) = m/ P, az utolsé valédi fixpont
indexe N = Int(P/(P — a2)).

Azon kerekitési savok kozott, melyekben valddi fixpont van, a kapcsolévonalon kaotikus attraktor jelenik meg,
ugyanis a kétoldali dinamika rendre a szomszédos sdvba vezeti a rendszert. Fontos megjegyezni, hogy a minta-
vételezés miatt a kapcsoldsok nem a kapcsolévonal atlépésekor torténnek meg, hanem csak késébb, a kovetkezd
mintavételezési idépillanatban.

Két attraktort szemléltet a 4. dbra, az egyes attraktorok vonzdsi tartomdnyait pedig a 5. dbra, melyet egyszeri
cella-leképezéses mddszerrel [4] generdltunk.

3.2. Negativ csillapitasd rendszer esetében

Negativ csillapitds esetében a rendszer trividlis egyensulyi helyzete instabil fokusz. Az ezt koriilvevd szabalyo-
zasi sdvokban pedig a rendszer egyenstlyi helyzete virtudlis stabil fokussza vélik, igy a szabalyozasi savokba 1épd
trajektoridk visszatérnek az F' = 0 szabdlyozdsmentes sdvba. A rendszerparaméterektdl fiiggéen a kapcsolévona-
lakon sliding-mode jellegii viselkedés is kialakulhat. Igy dltalinos esetben a fazistérben az instabil fokusz koriil
kétszer harom szakaszbdl all6 periodikus palya jelenik meg; instabil, origétdl tdvolodé dinamika a két kapcsold-
vonal kozott, stabil jellegli dinamika az elsé kapcsoldsi sdvban és sliding az els6 kapcsoldvonalon. Természetesen
a periodikus palydra a mintavételezés miatt szabalytalan oszcillaci6 rakédik rd. Ezt szemlélteti a 6. bra.
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3. dbra. A digitdlisan szabdlyozott inverz inga fazistere, & = 0.075, § = 0.03, P = 0.007 valamint D = 0.02
esetén. Fekete pontokkal az instabil nyeregpontok, szaggatott vonallal azok sokasdgai, sziirke szinnel pedig a
kapcsoldvonalak vannak jelolve. A szines gorbék kiilonboz6 kezdeti feltételhez tartozo trajektoridk.
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4. dbra. A digitdlisan szabdlyozott inverz inga két kiilonb6zd kezdeti feltételhez tartozé attraktora, & = 0.075,

§ = 0.03, P = 0.007 valamint D = 0.02 esetén.
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5. dbra. Az inverz inga fazisterének cella-leképezéses méodszerrel eldallitott képe, & = 0.075, 6 = 0.03, P =0.007
valamint D = 0.02 esetén. Lathatd, hogy az origd kozelébdl induld trajektdridk a harmadik (vildgoskék vagy

barna) attraktorba érkeznek.
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6. dbra. Bal oldalon: az egyszer(i fékmodell g = 0, vg = 0.2 kezdeti feltételhez tartozé attraktora, & = 1,
0 =0.5,P =0¢& D = 2esetén. A lila pontok a mintavételezés nélkiili, folytonos esetben kialakulé periodikus

pa

palya pontjai. Jobb oldalon: egy hasonl¢ attraktor cella-leképezéssel eldallitott képe.
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7. dbra. Az inverz inga fazisterében elhelyezkedd attraktorok helye P fiiggvényében, & = 0.075 esetén. P no-
velésével border-collision bifurkicidok kovetkeztében csokken az attraktor-sorozat mérete. (Az attraktorok helye
fiiggetlen d és D paraméterektol.)

4. MERET BECSLESEK

4.1. Negativ merevségii rendszer esetében
Negativ merevség esetén az x-tengelyen megjelend attraktor-sorozat utolsé tagjanak helye hasznalhat6 a szabalyo-
zas maximalis hibdjanak becslésére.
Mmax Int(]s/(fD —&?))
Tmax = —= = = (15)
P P

P vagy & paraméter varidldsa sordn az instabil fixpontok atlépik a kapcsolévonalakat, igy Gn. border-collision
bifurkacié kovetkeztében virtudlis fixpontok jonnek létre és kaotikus attraktorok tlinnek el. Ezt szemlélteti a 7.
abra.
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8. dbra. Bal oldalon: az egyszerii fékmodell szabdlyozasi paramétereihez tartozd legkiilsé szabalyozasi sav indexe.
A z06ld tartomédnyban a periodikus palya megfelel a 6. dbrdn lathatonak, a masodik sdvba dtnyulé attraktorra a jobb
oldali dbra mutat példat.

4.2. Negativ csillapitasi rendszer esetében

Negativ csillapitds esetében a mintavételezés nélkiili esethez tartozé periodikus palya (lasd 6. dbran lila jelolés)
méretének megbecslésével lehet kovetkeztetni a maximalis szabdlyozasi hibara. Az instabil dinamika maximum
egy mintavételezési id6tartamig aktiv maradhat a kapcsol6vonal atlépése utdn is, emiatt a periodikus palya sz€ls
pontjaira (14) leképezést alkalmazva megkaphat6 az a legtdvolabbi pont, ahova az instabil dinamika eljuttathatja
a rendszert. Hasonloképpen a szabdlyozdsi sdvbdl visszatér$ trajektoridk is képesek mas kerekitési sdvokba &t-
16kni a rendszert. Adott szabdlyozdsi paraméterekkel numerikusan kiszdmithatd, hogy melyik lesz a legtdvolabbi
szabalyozasi sdv, melyet érint az attraktor. Ezt dbrdzolja a 8. 4bra.

5. OSSZEFOGLALAS

A kerekités és mintavételezés kombindcidja az egyszeri digitdlisan szabdlyozott rendszerekben is valtozatos
szabdlytalan, kaotikus viselkedést eredményez. Jelen cikkben megmutattuk, hogy a szabdlyoz6 er6 kvantdltsa-
ga statikus és dinamikus instabilitds esetén is attraktort / attraktorokat hoz 1étre a fazistérben. Negativ merevség
esetén attraktor-repellor-sorozat alakul ki, mig negativ csillapitds esetén a mintavételezés nélkiili esethez tartozé
periodikus pélyéra rarak6dé kaotikus oszcillacid.

A teljesség igénye nélkiil ismertettiink egy-egy lehetséges metddust a szabdlyozds maximadlis hibdjanak durva
becslésére. A kaotikus attraktorok méretének pontosabb becslésére, vagy numerikus kiszdmitdsdra vonatkozd
kutatémunka jelenleg is folyamatban van.
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