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Hatarozzuk meg az alabbi abran lathato tarto sulypontvonalanak eltolodésat leiro v () fiigg-
vényt végeselemes modszer hasznalatéaval, sikbeli egyenes gerendalemek alkalmazasaval. Vizs-
galjuk meg a végeselemes megoldéassal kapott hajlitonyomatéki igénybevétel hibajat az egyes
szakaszokon. Hatéarozzuk meg az © = a/2 keresztmetszetben a hajlitonyomatéki igénybevétel
nagysagat 2, illetve 3 sikbeli egyenes gerendaelem alkalmazasaval.

A tartok két kiilonbozs atmérdji (dy = 2d, illetve dy = d) kor keresztmetszeti tartokbol
vannak Osszeépitve. A tartok anyaga linearisan rugalmas, homogén, izotrop. A d; atmérdsjd
rész rugalmassigi modulusza F, mig a dy dtmérével rendelkezé részé 4F.
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Adatok:
a = 800 mm
b = 400 mm
d = 20 mm
E = 50 GPa
v = 0,3
= 2500 N
M; = —-500 Nm
po = —5000 N/m
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1. dbra. A tarto geometriaja és terhelése




Megoldas két elem hasznalataval

Két gerendaclem hasznalata esetén a végeselemes modellt az alabbi dbra szemlélteti.
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1. elem 2. elem
1. csomopont 2. csomopont 3. csomoépont

2. abra. Végeselemes modell 2 elem hasznélata esetén

Mivel ez esetben harom csomoépont van a végeselemes modellben, emiatt 3-2 = 6 szabadsagi
foka van a rendszernek. A rendszer csomoéponti elmozdulasvektora emiatt 6 elemi:

U1

th
_ U2

U=, | (1)

U3
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Az egyes elemekhez tartozé elem elmozdulasvektorok:

V1 (]

vi= | 0 v | 9
2 3
02 03

A kés6bbi szamitasok el6tt célszert tablazatosan Gsszefoglalni az egyes elemekhez tartozé ada-
tokat:

| | d | L ERESENEN
Lelem|2d] 2d)'n/64|E |a [0 |a
2.elem || d | d'7/64 AE |b |a |a+b

1. tablédzat. Elemekhez tartozé adatok

Tovabba célszerti tablazatosan Osszefoglalni, hogy melyik elemhez melyik csomépontok tar-
toznak:




‘ Elemek H Csomopontok ‘

1. elem

1

2

2. elem || 2

3

A sikbeli egyenes gerendaelem merevségi matrixa:

e

12 6L°
_ IE° | 6L° 4(L°)°
_(Le)3 —-12  —6L°
2

6L° 2(L°)

—~12  6L®
—6Le 2(L°)?

12 —6L°
—6L° 4(L°)?

2. tablazat. Elem-Csomoépont Osszerendelések

(3)

Az egyes elemekhez tartozé merevségi matrixok a numerikus adatok behelyettesitése utan:

K'=

K? =

147262.
58904.9

—147262.

58904.9

[ 294524,

58904.9

—294524.

58904.9

58904.9
31415.9
—58904.9
15708.

58904.9
15708.
—58904.9
7853.98

—147262.
—58904.9

147262.

58904.9 |

15708.
—58904.9

—58904.9 31415.9

—294524.
—58904.9

294524.

—58904.9

58904.9 ]

7853.98
—58904.9
15708.

: (4)

(5)

Az elemtopologia szerint a 2-es csompoédpont kozos, emiatt a globalis merevségi matrixot ugy
kell 6sszeallitani, hogy az ehhez a csomoéponthoz tartozd sorok és oszlopok helyén mindkét
merevségi matrixbol adodo tagot be kell irnunk. Ezt a folyamatot szemlélteti a 3. abra.
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Az Osszeallitas utdn a globélis merevségi métrixra az alabbi megoldést kapjuk:

147262.
58904.9

—147262.

58904.9
0
0

01

U1

(%) 92 V3 93

. abra. A globélis merevségi matrix Osszeallitasa

58904.9 —147262. 58904.9 0 0
31415.9 —58904.9  15708. 0 0
—58904.9  441786. 0. —294524.  58904.9
15708. 0. 47123.9 —58904.9 7853.98
0 —294524. —58904.9 294524. —58904.9
0 58904.9  7853.98 —58904.9  15708.
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A globalis tehervektor felirasénal a csomopontokban mik&ds koncentrélt eréket és kon-
centralt eréparokat kozvetleniil be tudjuk irni, viszont ehhez még hozzé kell venni az adott
csomopontba befutd elemeken 1évé megoszlo terheléshol adodo erd és erdpar jellegii terhelése-
ket is. A pg allando intenzitast megoszlo terhelés esetén a csomopontokban keletkezé jarulékos
terhelés az alabbi formaban adhaté meg egy elemhez:

F,

_ polL®
2

L°/6

—1°/6




Kovetkezésképpen a feladat esetén a globalis tehervektor alakja:

i poL! T
[y 2, [ F4y— 2000
M, (L) M,y — 266.667
F poL’ 500
F=1 0 | " Loy | =] 206667 | (7)
| M, | 8 500 |

A globélis tehervektor elemei kozé beirtuk a még ismertelen reakciokat is, hiszen az elemre nézve
azok is kiils terhelésként jelentkeznek. Ezen értékek a tényleges reakciok ebben a csomoépont-
ban. A megoszl6 terhelésbdl csak az 1-es és 2-es csomopontban keletkezik terhelés. Nagyon
fontos az elGjelszabalyok betartasa!

A globélis merevségi matrix és a globalis tehervektor ismeretében kovetkezhet a megoldas
az U-ra. A rendszer merevségi egyenlete:

KU =F. (8)

A megoldas elsallitasahoz figyelembe kell venniik a feladat peremfeltételeit, anélkiil a K szerke-
zet szingularis. A feladat peremfeltételei az A befogés és a B aldtamasztas miatt a kovetkezdek:

V1 = 0, 91 = 0, V3 = 0. (9)

A megoldas soran a kovetkezd 1épés, hogy tordljilk az ezekhez a szabdsagfokokhoz tartozd
sorokat és oszlopokat a merevségi egyenletbdl, ezzel az aldbbi redukalt egyenletethez jutunk:

[ 441786. 0. 58904.9 Vg 500
0. 47123.9 7853.98 O, | = | 266.667 | . (10)
| 58904.9 7853.98 15708. 05 —500

Az igy kapott egyenletrendszer mar megoldhaté. Megoldéasra az alabbi értékeket kapjuk:

vy 0.0135812
0, | = | 00212207 |. (11)
05 —0.0933709

Tehat a csomoéponti elmozdulésokra kapott megoldas:

(%1 0
01 0
e || 0.0135812
U=16, |~ | 00212207 (12)
Vs 0
65 | | —0.0933709 |

Az elemekre vonatkozo csomoponti elmozdulasok vektora:

U1 0 Uy 0.0135812
0 0 0 0.0212207
1 _ O 2 _ 2| _
v = ve | | 0.0135812 |~ v = vg | 0 ’ (13)
0, 0.0212207 05 —0.0933709




Most mar ismerjiik az 6sszes csomoponthoz tartozo elmozdulas és szogelforduléds értéket, me-
lyek segitségével mar az elemen beliili interpolacioé szamithato, és minden tovabbi mennyiség
szarmaztathato.

A végeselemes modell globalis tehervektorat megkapjuk, ha a K-val raszorzunk a méar ismert
U-ra. Az alabbi megoldashoz jutunk:

F = KU, (14)

—750.
—466.667
500.
= 266.667 |- (15)
250.

—500.

Ha abrazolni szeretnénk az elemeken beliili lehajlasfiiggvényt akkor alkalmaznunk kell az
elemen beliili interpolaciot a formafiiggvények segitségével.
Az elem lokélis ¢ koordinatarendszerében a formafiiggvények alakja:

1

Ni(§) = ;(1-9°2+9), (16)
Le
N(§) = 5 1-9°(1+9), (17)
Ny(©) = 870, (15)
Le
Ni(§) = -5 (1+97(1-9). (19)
Az 1. elemen beliili lehajlasfiiggvény interpolacidja:
01
’U1 (g) :NU1 — [NI’NQ,N3,N4] z; :N1U1—|—N2¢91+N3U2+N492. (20)
02

Az U' behelyettesitése utan az alabbi alakot kapjuk:
v! (&) = —0.00127324 - £ + 0.00212207 - £% 4 0.00806385 - £ + 0.00466854. (21)

A lokalis koordinatabol atvalthatunk a globalis  koordinatara. Az 1-es elem esetén a két
koordinata kozotti osszefliggés:

2(x — ) 2x
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Behelyettesités utan az alabbi alakot kapjuk:

£ =

v! (z) = 0.0371362 - 22 — 0.0198944 - 23, (22)

A 2-es elem esetén pedig az alabbi eredmények adodnak:
U2
02

U3
03

v* () = NU? = [Ny, Na, N3, Ny = Nyvy + Naobtly + N3vz + Nybs. (23)




v? (€) = —0.000212207 - €3 — 0.00572958 - £2 — 0.0065784 - £ + 0.0125202. (24)
2

(x—xQ)_1:2(:p—a)

$=— 12 b
v? () = —0.0713014 + 0.174009 - z — 0.063662 - 22 — 0.0265258 - 2°, (26)

~ 1. (25)

vt (x) és v? (z) fiiggvények a végeselemes megoldassal kapott lehajlasfiiggvények, melyeket a
4. d4bra mutatja, ahol a végeselemes modszerrel kapott megoldasokat fekete szaggatott vonal
jeloli, mig a rugalmas szal differencialegyenletének megoldésaval kapott egzakt megoldasokat a
piros és zold folytonos vonalak mutatjéak.

v [m]
0014]
0012}

0010}

0.006

X [m]

4. abra. Végeselemes modszerrel kapott lehajlasfiiggvények alakja, feltiintetve az egzakt meg-
oldast is.

A szogelfordulés fiiggvényeket megkapjuk a lehajlasfiiggvények derivaltjaival:

o' (z) = (v') =0.0742723 - 2 — 0.0596831 - 22, (27)
¢ (x) = (v*) =0.174009 — 0.127324 - = — 0.0795775 - 2*. (28)
A szogelfordulas fiiggvényeket a 5. abra illusztralja, ahol a végeselemes modszerrel kapott megol-

dasokat fekete szaggatott vonal jeloli, mig a rugalmas szal differencidlegyenletének megoldasaval
kapott egzakt megoldésokat a piros és zold folytonos vonalak mutatjak.

¢ [rad]

0021

_002
~0.041
~0.06

—0.08F

5. abra. Végeselemes modszerrel kapott szogelfordulas fiiggvények alakja, feltiintetve az egzakt
megoldést is.




Az elemeken beliili hajlitonyomatéki fiiggvényre kapott végeselemes megoldasokat megkap-
juk a rugalmas szal differencidlegyenletének felhasznélasaval:

"

M (z) = —I}E"-(v') = —466.667 + 750 - z, (29)
M} (x) = —I?E*. (v*)" =200+ 250 - . (30)

A hajlitonyomatéki fiiggvények kozelitésére kapott megoldésokat a 6. abra abrazolja, ahol a
végeselemes modszerrel kapott megoldasokat fekete szaggatott vonal jeloli, mig a rugalmas
szal differenciadlegyenletének megoldaséaval kapott egzakt megoldéasokat a piros és zold folytonos
vonalak mutatjak.

Mh [Nm]

6. abra. Végeselemes modszerrel kapott hajlitonyomatéki fliggvények alakja, feltiintetve az
egzakt megoldést is.

Az egyenes gerendaelem tulajdonsaga, hogy az elemeken beliil a hajlitonyomatéki fiiggvényt
linearisan kozeliti, ez jol latszik a megoldéson. Az a hosszisagi elemen miikodé megoszlo ter-
helés miatt itt az egzakt lehajlasfliiggvény negyedrendi polinom alaki, amit az egyenes geren-
daelem harmadfoku polinommal kézelit. Erdemes megfigyelni, hogy amig a lehajlasfiiggvényre
viszonylag jo kozelitést kapunk, addig az M,-ra (ami a lehajlasfiiggvény masodik derivaltjaval
aranyos) a megoldas elég pontatlan. A pontosabb eredmény elérése érdekében ezen a részen
tobb elem hasznélata sziikséges ha pontosabb M, megoldast akarunk a végeseleems modszerrel.

Az x = a/2 keresztmetszetben a hajlitonyomatékra kapott megoldas:

M; (a/2) = —166.667 Nm. (31)

Ennek az értéknek a relativ hibéja:

—300

Ml 9) _ Megzakt 9
relativ hiba = n(a/2) — (a/2) x 100 (32)
M (a/2)
—166.667 — (=300
— ‘ (=30 )' % 100 = 44.444 %. (33)




Megoldas harom elem hasznalataval

Annak érdekében, hogy a megoszlo terheléssel terhelt szakaszon pontosabb eredményeket
kapjunk, tobb elem hasznalata sziikséges. A kovetkezd szamitéas azt mutatja be, hogy miképpen
valtozik az eredmény, ha az a hosszisagu szakaszon két azonos hosszusagi elemet hasznalunk.
A szamitasi algoritmus azonos a kételemes szamités esetével, emiatt ennél a résznél csak az
eredmények talalasa kovetkezik minimalis magyarizo szoveggel.

A végeselemes modellt az alabbi abra szemlélteti.
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1. elem 2. elem 3. elem

1. csomopont 2. csomopont 3. csomopont 4. csomopont

7. abra. A végeselemes modell 3 elem hasznalata esetén

Mivel jelen esetben négy csomoépont van a végeselemes modellben, emiatt 4-2 = 8 szabadsagi
foka van a rendszernek. A globalis rendszer csomoponti elmozdulasvektora emiatt 8 elemti:

01
6
Vg
0
U3
03
V4

04

(34)

Az eclemekhez tartozo adatok:

d | I, E | L° |z | 2
Lelem | 2d | (2d)*x/64 | E |a/2|0 |a/2
2. elem | 2d | (2d)'7/64 | E [ a/2|a/2|a

3.elem | d | d'r/64 4E | b a a+b

3. tdblazat. Elemekhez tartozo adatok

Elemekhez tartozé csomopontok:




Elemek | Csomo6pontok
1.elem | 1 2
2. elem | 2 3
3. elem | 3 4

4. tablazat. Elem-Csomoépont Osszerendelések

Az elemek merevségi méatrixai:

K'=

K’ =

1.1781 x 10°
235619.
—1.1781 x 10°
235619.

1.1781 x 106
235619.
—1.1781 x 106
235619.

294524.  58904.9
58904.9 15708.
—294524.
28904.9  7853.98

A globélis merevségi matrix:

1.1781 x 10°
235619.
—1.1781 x 106
235619.

0

0
0
0

A globalis tehervektor:

235619.
62831.9
—235619.
31415.9

235619.
62831.9
—235619.
31415.9

—58904.9

—1.1781 x 106  2356109.
—235619. 31415.9
1.1781 x 106 —2356109.
—235619. 62831.9
—1.1781 x 105  2356109.
—235619. 31415.9
1.1781 x 106 —2356109.
—235619. 62831.9

—294524.  58904.9
—58904.9  7853.98
294524. —58904.9
—58904.9  15708.

235619. —1.1781 x 10° 235619. 0 0
62831.9 —235619. 31415.9 0 0
—235619. 2.35619 x 109 . —1.1781 x 108 235619.
31415.9 0. 125664. —235619. 31415.9
0 —1.1781 x 10 —235619. 1.47262 x 10° —176715.
0 235619. 31415.9 —176715. 78539.8
0 0 —294524. —58904.9
0 0 58904.9 7853.98
[ pol!
2
2 —
po(LY) F4 — 1000.
[ M4 — 66.6667
Dbo DPo
> T2 —2000.
po(L')”  po(L?) 0.
o T 1 =
poL? 1500.
2 2 66.6667
p()(L )
12 Fp
0 —500
0

A csomoponti elmozdulasokra kapott megoldés:

0
0
V2
0
U3
03
Vg
04

0.

0.
0.00381972
0.0201596
0.0135812
0.0212207
0

| —0.0933709

o OO

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)




A globalis tehervektor a KU kifejezéssel mar felirhato tgy, hogy szerepelnek benne az ismeret-
lenek is.:

250.
—266.667
—2000.
0
1500.
66.6667
250.
—500.

A lehajlasfiiggvényekre kapott megoldéasok:

v (&) = 0.0000530516 - £* + 0.00100798 - £* + 0.00185681 - & + 0.000901878, (42)
v? (&) = —0.000371362 - £* + 0.0000530516 - £ 4 0.00525211 - £ + 0.00864742, (43)
v*(€) = —0.000212207 - £ — 0.00572958 - £ — 0.0065784 - £ + 0.0125202, (44)
vl (z) = 0.0212207 - 2% + 0.00663146 - 2°, (45)
v? () = 0.00339531 — 0.0254648 - x + 0.0848826 - 2° — 0.0464202 - 2, (46)
v* () = —0.0713014 + 0.174009 - x — 0.063662 - x> — 0.0265258 - 2°. (47)
v [m]

0014}

0.012f

0.01ef

o.oosf

o.oosf

0.004f

o.oozf

X [m]
8. abra. Végeselemes modszerrel kapott lehajlasfiiggvények abrazolésa
A szogelfordulés fiiggvények:

o' (z) = 0.0424413 -z + 0.0198944 - 22, (48)
©* (r) = —0.0254648 + 0.169765 - x — 0.139261 - 22, (49)
©® () = 0.174009 — 0.127324 - 2 — 0.0795775 - 2%, (50)




—0.02[-
—004F

~0.06]-

9. abra. Végeselemes modszerrel kapott szogelfordulés fliggvények dbrazolasa

A hajlitonyomatéki fliggvények:

Ml (z) = —I'E'- (v")" = —266.667 — 250 - z,
M} (x) = —I?E*. (v*)" = —1066.67 + 1750 - x,
M (z) = —IPE- (v*)" =200+ 250 - .

10. abra. Végeselemes modszerrel kapott hajlitonyomatéki fiiggvények abrézolasa

Az x = a/2 keresztmetszetben a hajlitonyomatékra kapott megoldéas:
M; (a/2) = M} (a/2) = —366.667 Nm.
Ennek az értéknek a relativ hibéja:

M} (a/2) — MpF™ (a/2)
ME (a)2)
—366.667 — (—300)

B ‘ —300

x 100

relativ hiba = ‘

‘ x 100 = 22.222 %.

(52)

(53)




