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Hatéarozzuk meg az alabbi tart6 silypontvonalanak eltolodasat leird v (z) fiiggvényt (vagyis
a "lehajldsfiggvényt") a Rayleigh-Ritz-féle modszer alkalmazasaval. A tartod allando kereszt-
metszetl, a keresztmetszet profilja d atmérdji kor. Els6ként az els6rendi kozelitéssel hataroz-
zuk meg a lehajlasfiiggvényt, majd vizsgaljuk meg, hogy a kozelités fokszamanak novelésével
hogyan véltozik az eredmény.

/ Adatok: \

AY
L = 05m
I, Al D d = 30 mm
~ T E = 210 GPa

A x 7 B ; v = O, 3
é Fy = —4500 N
< P P L) L) = p — _300 N/m

1. dbra. A tarto6 geometriaja és terhelése




ELMELETI OSSZEFOGLALO

A kozelit6fiiggvény egy lehetséges - és egyben kényelmes és praktikus - megadasi forméja,
ha az alabbi polinom alakban irjuk fel:

v(az):ao.w(x)+a1.w(:c)~x+...:w(:c)Zak:ck, (1)

ahol n jelenti a kozelités fokszamat. A w (x) egy olyan béazisfliggvény ami kielégiti az adott
feladat kinematikai peremfeltételeit. Az ilyen alaku feliras esetén lehetdségiink van métrixos
alakban megadni a v (x)-t:

v(z)=B"A=A"B, (2)

ahol az (n + 1) x l-es A és B matrixok alakja:

o B
aq Xz
A= | a2 |, B =w(x) x? | (3)

Az alakvéltozasi energia felirasa soran sziikség lesz a v () mésodik derivéltjara, ami a
’U” (.T) _ B//TA _ ATB// (4)

Osszefliggéssel szamithato.

Hajlito és nyir6 igénybevételek altal terhelt egyenes tartokban felhalmozodo alakvaltozasi
energia két részbdl tevédik Ossze: az egyik a hajlitd igénybevételbsl adodo tag; mig a masik
a nyir6 igénybevételbsl adodo rész. Rendszerint a nyirashbol adodo részt elhanyagolhatjuk és
csak a hajlité igénybevételbdl szarmazo taggal szamolunk:

U= Uy,, (5)

ahol az Uy, felirasa:

1 [ M?
mﬁzéflgm. (6)
(L)

Az M, (z) fiiggvény és a v (z) fliggvény kozott a rugalmas szal differencidlegyenlete teremt
kapcsolatot:

V(@) = = 7)

Behelyettesitve a (6) kifejezésbe azt kapjuk, hogy

1 1\ 2
U= §/IZE<U )" dx, (8)

(L)




ami a matrixos formalizmussal az alabbi alakban irhato fel:

1 1
= / LLE(A"B") (B"A) dz 5AT / LLEB"B"dz | A. (9)

(L) (L)

\)

Bevezetve az

S = / ILEB"B"dx (10)
(L)

mennyiséget, az U kifejezése az
L7
U= §A SA (11)

alakra hozhato.

A kiils6 er6k munkaja harom rész osszegébsl adodik: np szamu helyen miikods koncent-
ralt er6k munkajabol; ny, szamu helyen hato koncentralt eréparok (nyomatékok) munkajabol;
T, 6s 13 tartomanyok kozott! 16vs p (z) intenzitast megoszlé erérendszer munkajabol. Ezen
mennyiségeket az alabbiak szerint szamitjuk:

ng nr
Wp =Y Fov(z)=A"> FB(x), (12)
=1 i=1
nyr nm
WM = ZM‘U/ l‘j = ATZM]‘B/ (ZL'j) s (]_3)
= 7j=1

Tp

W, = / dx—AT/ (z) B (z) du. (14)

Ta

Tehat

W =Wgp+ Wy +W, (15)

T
uavs b

W= ATZFB )+ AT M;B'( x])+AT/ (z) B () dz. (16)

7=1

Ta

Bevezetve a

nn

Q= ZFB x; +ZMB’ ;) +/ (17)

mennyiséget, a W kifejezése az alabbi egyszerid alakban irhato fel:

W =A"Q. (18)

!Természetesen itt is lehet t&bb kiilonbézs tartomanyt megadni. Lehetséges, hogy tobb helyen miikodik
kiilonbo6z6 intenzitast megoszlo erérendszer.




Mindezek utan megadhato a teljes potencialis energia:
T = U-W,
1
T o= §ATSA - ATQ.

A megoldasnal a m-nek az a; paraméterek szerinti elsé variacidja zérus:

om =10 = SA—-Q=0,
amibdl pedig a keresett A kifejezhets:
A=87'Q.
ehat a keresett elmozdulasfiiggvény megadhat6 az alabbi formaban:

v(r) = B'S™'Q.

(22)

(23)




MEGOLDAS
A tarté kinematikai peremfeltételei:
v (0) =0, v (0) =0, v(4L) = 0. (24)

A keresett fliggvénynek olyannak kell lennie, hogy a fenti peremfeltételeket kielégitse. A leg-
egyszertibb polinom alaku fliggvényvalasztas ami ezt teljesiti:

w(z) =2*(x —4L). (25)
Elsérendii (n = 1) kozelités esetén:
v(z) =ao-w(z)+aw@) z=w)(w+a- ), (26)

ami felirhato matrixos alakban az alabbi formaban:

v(z)= B"A = A"B, A:[“o], B:w@)[l}:lﬁ(““)} (27)

ai

A B vektor x-szerinti els6 és masodik derivaltjai:

ro[B] L)

A B’ vektorbol képzett B”B"" diadikus szorzat az alabbi matrixot szolgaltatja:

6x — 8L)° 12z (62 — 8L) (z — 2L)
B//B//T — ( 29
[ 12z (6 — 8L) (z — 2L) 14422 (z — 2L)? (29)
Az S matrix alakja jelen esetben:
T Geosep (6 — 8L) (z ~ 21)
6x — 8L 12z (62 — 8L) (x — 2L
S=LF dz, 30
/ { 122 (62 — 8L) (x — 2L) 14422 (x — 2L)° ] * (30)
0
2212-L% 20482-L*
S = IZE |: 20 482 - L4 1 020 768 | L5 ) (31)
5
melynek inverze:
g1 BN 744/ (116 893 L3) —1 045/ (1 636 502 L) (32)
C LE | —1045/(1636 502 L*) 395/ (5 727 757 L°)

A kiils6 er6k munkaja harom részbdl tevédik Ossze: Az x = L helyen miikédd M; nyomaték
munkajabol; az = 2L helyen 1év6 F} er6 munkajabol; a 3L < x < 7L tartomanyon hato
allando p intenzitési megoszlo erérendszerbdl.

Wy =M, -v' (L) = MA"B' (L) = A" M,B’ (L), (33)

Wp=F -v(2L) = FLFATB(2L) = ATF,B(2L), (34)
7L 7L 7L

W, = /povdx = /p () ATB (z)dx = AT/pB (x)dx. (35)
3L 3L 3L




Ebbdl kovetkezik, hogy a Q vektor alakja:

Q - MIB’(L)+F1B(2L)+7pB(x)dx. (36)
R ) R e R A )
@ - | i ]| ]+ ] (39

—5M, L2 — 8F, L} 4 410L°

@= [ —8M, L? — 16F, L* 4 491" (39)

Tehat a keresett paraméterek:

818 251 L
137 640 F1L+90 765 Mi+—1 129 004 L2p
34 366 542 L2

33 304 FyL+21 860 M;—307 598 L%p ]

LE
Ennek ismeretében a v (x) fiiggvény mar felirhaté paraméteresen:
v(z)=B'S™'Q,

33 304 FyL+21 860 M;—307 598 L2p

v(x) = [2? (¢ —4L), 2® (x — 4L)] L

I E (41)

818 251 L
137 640 F1L+90 765 Mi+—1 129 004 L%p )
34 366 542 L2

33 304 F\L + 21 860 M, — 307 598 L?p

818 251 L
137 640 FyL + 90 765 M, + —1 129 004 L?p

34 366 542 L2

v(r) = —2?(z—4L)

a3 (x — 4L)

(42)
A keresztmetszet z-tengelyre (hajlitas tengelyére) szamitott méasodrendd nyomatéka:

d*r (0.03)' 7
] 6 3,97608 x 107° m (43)

A megadatok adatok behelyettesitése utan v-re az alabbi alakot kapjuk:
v (x) = —0,0047681 x* + 0,00359637 2* — 0,000606159 z*. (44)

A fenti fiiggvénybe z-t m-ben behelyettesitve a v-t is m-ben kapjuk.

Az elsérendii kozelitéssel kapott megoldas a 2. abran lathato, ahol a pontos megoldés is
szerepel. A pontos megoldas elgallithato a rugalmas szél differencidlegyenletének megoldaséaval,
amit a dokumentum végén talalhato fejezet tartalmaz.




v [m] elsérendi kozelités

0.005 -
| T T X [m]
| 1.0 1.5
—0.005 -
- egzakt megoldas
—0.010 -
2. abra. Az els6érendi kozelitéssel kapott megoldas
A tart6 maximalis lehajlasa az egzakt megoldés esetén vy, = —0,0111712 m. Ennek fel-

hasznélasaval képezhetiink egy (relativ) hiba mérgszamot, amit tgy kapunk, hogy a kozelitéssel
kapott eredmény és a pontos megoldas kiilonbségét elosztjuk a vy.c-szal és vessziik az abszolut
értekét. %-ban kifejezve:

Vkozelités (SL’) — Uegzakt (.T)

vmax

rel. hiba =

x 100 [%)] . (45)

Az els6rendd kozelités esetén a hiba valtozasat a tartd mentén a 3. abra szemlélteti.

rel. hiba [%]
100

80

||||I||||I||||I||||||||I||||I||||Ix[m]
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35

3. abra. Az els6rendi kozelités hibaja

A fenti gondolatmenetet kivetve elGallithato a magasabbrendi kozelitések esetén is a megol-
das. Szemléltetés végett, a mésodrendi és 6todrendd kozelitéssel kapott megoldasokat és azok




hibait szemléltetik a 4. és 5. abrak.

v [m] 1.-rendl kozelités
0.005 |-
g 2.-rend( kozelités
— X [m]
-0.005 P e s
i 5.-rendi kozelités
-0.010 i egzakt megoldas
4. dbra. Magasabbrendt kozelitéssel kapott megoldasok
rel. hiba [%]
80 1.-rendl kozelités
60 L
I 2.-rendi
40k kozelités )
L 5.-rend(i
i kozelités
’ /
1 L N L X [m]

05 1.0 15 20 2.5 3.0 35

5. abra. Magasabbrendi kozelitéssel kapott megoldasok hibaja

Az eredményekbdl arra a megéllapitasra juthatunk, hogy a vizsgélt példanal az elsGrendti
kozelités még viszonylag nagy hibakat okoz, de a kozelités fokszaméanak novelésével egyre pon-
tosabb eredményt kapunk. A 6. dbra szemlélteti a 30.-rendi kozelitéssel kapott megoldast, a
7. abra pedig ennek hibajat.

A rugalmas szél differencialegyenletének megoldasaval kapott egzakt megoldés szakaszon-
ként kiilonboz6 fliggvényekbdl tevédik 6ssze, melyeket a jelen példanal nem tudunk egy folyto-
nos fiiggvénnyel leirni a teljes tartoméanyon.




v [m]

0.002-
| 1 | T X [m]
i 0.5 1.0 1.5 35
-0.002 -
- egzakt
—0.004 - A megoldas
B \
~0.006 -
4
—0.008 - /
30.-rend '
—0010F Kkozelités
6. abra. A 30.-rendd kozelitéssel kapott megoldés
rel. hiba [%]
20
X [m]
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 35

7. abra. A 30.-rendii kozelitéssel kapott megoldas hibaja

Fontos kihangstilyozni azt is, hogy a kozelit6 megoldassal kapott esetekben a hajlitonyo-
matéki fliggvénynek is van hibaja ami pedig azt eredményezi, hogy nem mindenhol teljesiil a
statikai egyensuly. Ennek illusztralasara vizsgéaljuk meg, hogy mekkora értéket ad a hajlitonyo-
maték értékére az elsérendii kozelités. A (44) megoldasbol kovetkezik, hogy a hajlitonyomatéki
fiiggvény az elsérendd kozelités esetén

M, (x) = —LEV" (z) = I,E (0,00953619 — 0,0215782 & + 0,00727391 z?) , (46)

My, (z) = 79.625 — 180,173 x + 6, 7354 22, (47)

melynek értéke az x = 7L helyen:
M, (7TL) = 193,029 Nm. (48)

A szabad végen viszont a hajlitonyomaték értéke zérus kellene, hogy legyen!




EGZAKT MEGOLDAS

Ez a rész roviden Osszefoglalja az egzakt lehajlasfiiggvény elGallitasanak lépéseit. A szami-
tashoz a Wolfram Mathematica szoftvert hasznaltuk fel.

AY 54—

M,y A Tp
N\
AN és

L L L ‘L‘ 3L

D206 ® ®

8. dbra. A tarto felosztasa

S 4

Y
Y

v

A tarto6 hajlitonyomatéki igénybevételi fiiggvényeinek felirasahoz a tartot 5 részre kell bonta-
nunk, amit a 8. abra szemléltet. Célszeri a & koordinata fliggvényében felirni a hajlitonyomatéki
fiiggvényeket:

Mys (§) = =26 (49)
My (§) = Mps (§) — Fp (§ = 3L), (50)
Mps (§) = —4Lp (§ —2L) — Fp (§ — 3L), (51)
M2 (§) = Mps (§) — F1 (€ —4L), (52)
M1 (§) = Mhz (§) — M. (53)
Az 6t részre felirt rugalmas szél differencidlegyenlete:
M,
v (§) = —}:;E(Q, (54)
M,
vy (§) = —%@, (55)
M,
vy (§) = —%@, (56)
M,
() = - EE@’ (57)
" - Mh5 (5)
wE =~ (59)

ahol a vy (€)...v5 (§) fiiggvények jelentik az egyes szakaszokra érvényes lehajlasfiiggvényeket.
Amennyiben a még ismeretlen Fp reakcioerst kiils6 aktiv terhelésnek tekintjiik, és egyelGre
eltekintiink attol, hogy a B tamasz helyén tudjuk, hogy a lehajlas zérus, akkor az alabbi két
peremfeltétel tartozik a feladathoz:

v, (7L) = 0, (59)




o) (7L) = 0. (60)

Ehhez tartoznak még az illesztési feltételek, amik abbol adodnak, hogy a szakaszok talalkozé-
sanal a lehajlasfiiggvénynek és annak derivaltjanak (a szogelfordulasnak) azonosnak kell lennie
a folytonossag miatt. Az illesztési feltételek jelen példanal:

vy (6L) = vy (6L) , vy (6L) = v, (6L), (61)
ve (L) = w3 (5L), vy (BL) = vy (5L), (62)
vg (4L) = vy (4L1) , vy (4L) = v} (4L), (63)
vy (3L) = w5 (3L), vy (3L) = v5 (3L). (64)

A szakaszokra felirt differencialegyenletek és a fenti perem- és illesztési feltételek egy differencial-
egyenlet-rendszert alkotnak, melynek lehetséges megadéasat a 9. 4bra mutatja.

(1= Mh5 = —p*§2/2;
Mhd =Mh5 -FB* (£ -3 L) ;
Mh3 = -p (4L) (£-2L) -FB (£-31L);
Mh2 =Mh3 -F1 (£ -5L);
Mhl = Mh2 - M1;

nel= el =D[v1[£], {£, 2}] == -Mhl / IE;
e2 =D[v2[£], {&, 2}] == -Mh2 / IE;
e3 =D[v3[£], {&, 2}] == -Mh3 / IE;
ed =D[v4[£], {&, 2}] == -Mh4 / IE;
e5 =D[v5[£], {5, 2}] == -Mh5 / IE;

n1= bel =v1[7L] ==0;

be2 =v1'[TL] ==0;

be3 =vl1[6L] ==v2[6L];
bed =v1'[6L] ==v2'[6L];
beb =v2[5L] ==v3[BL];
be6 =v2'[5L] ==v3'[BL];
ka7 =v3[4L] ==v4[4L]:
beB=v3'[4L] ==v4'[41L];
ka9 =v4[3L] ==v5[3L]:
bel0O=v4'[3L] ==v5"[3 L],

9. abra. A differencidlegyenlet-rendszer megadasa

A differencidlegyenlet megoldast a 10. abra tartalmazza. A megoldasban még szerepel az
ismeretlen Fp reakciderd. Ennek értékét megkapjuk, ha példaul a vs (3L) = 0 egyenletet meg-
oldjuk, amit a 11. dbra szemléltet. Az Fp-re kapott kifejezést visszahelyeettesitve az eredeti
megoldésba, megkapjuk a keresett lehajlasfiiggvényeket paraméteresen a & koordinata fiiggvé-
nyében, melyek a 12. abran lathatoak.




n21:= selution =
FullSimplify|[
DSclve[{el, 2, 3, ed, &5, bel, be2, be3, bed, be5, be6, be7, be8, be9, bell},
{vl, v2, v3, v4, v5}, £11[[1]]

outf21]= {vl eFunctiOn{{g}: ~49F1 1 +245FRB LY + 14717 M1 + 1568 L p+ 63 F1 L2 € - 21 FB 1% £ -

6IE(
42LM1E-252L  p&£-15F1LE - 9FBLE + 3ML & - 24 L2p§2+F1§3+FB§3+4Lp§3)],

1
w2 eFunction{{g}, IE (-49F1 17 + 245 FBL® + 39 L M1 + 1568 L' p+ 63 F1 L? € -

21FBL2§—6LM1§—252L3p§—15F1L§2—9FBL§2—24L2p§2+F1§3+FB§3+4Lp§3)],

1
w3 %Function{{g}, 1E (76 F1 L7 + 245 FBL° + 39 L M1 + 1568 L p- 12 F1 L £ -

21FBL25—6LM1§—252L3p§—9FBL§2—24L2p§2+FB§3+4Lp§3”,

e %Function{{g}; (304 F1L1° +980FBL’ + 156 L° M1 + 6528 L p - 48 F1 L7 £ -

24 1E
84FBL?£-24 LML E- 1264 L3p§—36FBL§2+4FB§3+p§4”,

w5 = Function{{g}; 304F11Y + 1088 FB LY + 156 L2 M1 + 6528 L p -

el
24 TE
48F11% €-192FBLE £- 24 LML £ - 1264 L3p§+pg‘*)]}

10. abra. A differencidlegyenlet-rendszer megoldasa

n22}= fb = FullSimplify[Selve[ (v5[3 L] /. seluticon) == 0, 1111111
84 M1

1
out[22]= {FB &> — (—160 Fl -

=3 —2817Lp)}

11. abra. Az Fg értékének szamitéasa




n2i}= sel = FullSimplify[seclution /. £fb];

nz4)= FullSimplify [v1[E] /. sol]
FullSimplify[v2[£] /. sol]
FullSimplify[v3[&] /. sol]
FullSimplify[v4[£] /. sol]
FullSimplify[v5[&] /. sol]

(-TL+&)% (1116 LML + 2299 L° p- 84 ML £-T69 L p £ +32F1 L (-41L+118) ]

Jut|24)=
vzl 3072 IE L

Out25)= 112651 L° p-69867 L*p £+ 756 LML €2 - g4 M1 £° -

30721EL(
32F1L (41L-118) (-7TL+&)% + 17 (-612M1 +13065 p £7) - 1 {1308 M1 £+ 769 p £7) )

1 3 5 2 2
-m(%L (BF1L+17M1) -112651 L p+3 L% (928 F1 L +436M1 + 23289 L7 p) £ -

3L (252ML+5L (96F1+871Lp)) £+ (160 F1 L+ 84 M1 + 769 L p] &7

Out[28]=

1 2 2
. (3L-&) (12 [-96F1L-204M1 +48473 12 o) -
30721EL ¢ £ (1 * )

6L (LE0FLL+84 M1+ 3008 L% p) £+ (160 F1 L+84 ML +2433 L% p) &8 - 128 Lp &°)

Out[27]=

(3L-&) [96F1L +60 LMLl - 14457 p+ 72 pE+24Lp & +8p &)
192 IE

outfza)E -

12. abra. A lehajlasfiiggvények paraméteresen a £ koordinatéaval megadva

Ha z fliggvényében szeretnénk felirni a megoldasokat, akkor ki kell cserélniink a & valtozot
a & = 7L — x Osszefiiggésnek megfelelGen (13. abra). A keresett lehajlasfiiggvényeket a 14. abra
tartalmazza.

nz9)= wvxl = FullSimplify [{v1[£] /. sol) /. {§- (7L -x)}];

vx2 = FullSimplify [(v2[£] /.s0l) /. {E€-> (7TL-x)}]:
vx3 = FullSimplify [ (v3[&§] /.sel) /. {§- (TL-x)}];
vxd = FullSimplify [(v4[£] /. sel) /. {E- {(7TL-x)}];
vx5d = FullSimplify [(v5[£] /. s0l) /. {E- (7TL-x)}]~

13. dbra. A ¢ koordinata kicserélése z-re




InE34]= wxl

x* (526 LM1 - 3084 L° p+32F1L (36L-11%) +84Mlx+769 L% px)
3072 IEL

out[ad]=

In[Es;= wx2

~1536 LML + 3072 L2 M1x - 12 L (-96F1 L+ 84 M1 + 257 L¥ p) =* + [-352F1 L+ 84 M1 + 765 L? p) ¥’

. 3072 IE L

In[36]= vx3

_1

30721EL
12L (160FL1L+84 ML +257 L% p) x* + (160 F1 L + 84 M1 + 769 L’ p] x|

O[] (-512L° (83F1L+3M1) +30721L° (2F1L+M1) x -

InE7)= wxd

1
oular sgeoTgp (L% (321° (-32F1L-12M1+81L p) +

BL[160FLL+684M1-3511%p) x+ (-84M1+5L (-32F1+51Lp)) x° - 128 Lpx’

In[38]= vx5

(4L-x) (96F1LF +60 LML +2979 L  p- 1584 L px +192Lpx’ - 8 px’)
192 IE

out[3a]=

14. abra. A lehajlasfiiggvények paraméteresen az x koordinataval megadva

A numerikus értékek megadasa utan mar kirajzoltathato a keresett lehajlasfiiggvény alakja
a teljes tartoményon (15. 4bra). A maximaélis lehajlas a harmadik szakaszon jelentkezik, értékét
és helyét a Minimize paranccsal megkaphatjuk (16. dbra). A fliggvények numerikusan felirt
alakjait a 17. abra mutatja.




(0.03)'xw

In[39].= L=0.5;F1=—4500;M1=2000;p=—300;IE:T*Zlo*log;
n@4n= pl = Plot[vxl, {x, 0, L}],

p2 = Plot([vx2, {x, L, 2L}]:

p3 = Plet[vx3, {x, 2L, 3L}]:;

pd = Plot[vxd, {x, 3L, 4L}];

p5 = Plet[vx5, {x, 4L, 7TL}]:;

inf451= Show[{pl, p2, p3, p4, pb}, PlotRangse » All, AxesOrigin - {0, 0},

AxesLabel - {"x [m]", "v [m]"}]

v[m]
0.002 ¢

) 03 L0 s u 23 B 35
—nanzf
Outfas= —0.004f
70.005;
—u.uusé

—notof

15. abra. A lehajlasfiiggvény alakja

In4é= Minimize [vx3, x]

ourgsl= {-0.0111712, {x - 1.14387}}

16. abra. A minimum keresése a harmadik szakaszon

In47;= Expand[vxl]
Expand[vxZ]
Expand[vx3]
Expand[vx4]
Expand[vx5]

oul47)= -0.0508646 %% + 0.0703554 x°

Oufag= —0.029947 +0.119764 x - 0.170628 x% + 0.0703554 x°

ourag= 0.0598819 - 0.149705 % + 0.0988403 x° - 0.0194675 %°

ourso= 0.0523031 - 0.129495 % + 0.0786301 %% - 0.0104852 2% - 0.00149705 *

Ous1)= -0.199248 +0.247832 % - 0.110033 %% + 0.0209587 %° - 0.00149705 =*

17. dbra. A lehajlasfiiggvények alakja numerikusan felirva




